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本 书 的 内 容 是 著作 D1513),[140] 中 所 述 研 究 成 果 的 继续 与 扩 
BR. 书 中 主要 益 述 一 阶 .二 阶 和 高 阶 一 般 的 椭圆 型 复方 程 的 各 种 边 
值 问题 ,二 阶 非 线性 , 非 散 度 型 抛物 型 复方 程 与 方程 组 的 一 些 初 - 
边 值 问题 ,一 阶 . 二 阶 双 曲 型 复方 程 解 的 若干 性 质 . 此 外 , 书 中 还 介 
绍 了 一 阶 .二 阶 混合 型 ( 风 圆 - 双 曲 型 ) 复 方程 的 一 些 结果 . 

在 第 一 章 中 ,讨论 了 多 连通 区 域 上 带 弱 条 件 的 一 般 非 线性 椭 
圆 型 复方 程 的 各 种 边 值 问 题 , 包 括 复合 边 值 问题 , 非 线 性 
Riemann-Hilbert H] 2], Poincaré 边 值 问 题 等 ,其 中 非 线 性 椭圆 型 复 
方程 的 低 阶 项 都 包含 有 明显 的 非 线 性 部 分 ,而 且 区 域 的 边界 允许 
是 非 光滑 的 . 在 第 二 章 中 ,我 们 证 明了 阶 非 线 性 椭圆 型 复方 程 解 
的 存在 定理 与 一 些 边 值 问题 ,这 里 x BY AE ERY TE SE 
数 ,其 中 特别 详细 地 介绍 了 三 阶 椭 圆 型 复方 程 的 有 关 结 果 ， 

在 第 三 章 和 第 四 章 中 ,不 仅 研究 了 带 可 测 系数 的 二 阶 非 线性 、 
非 散 度 性 搜 物 型 方程 的 初 - 边 值 问题 ,而 且 还 讨论 了 二 和 春 非 线 性 、 
非 敬 度 型 抛物 型 方程 组 的 初 - 边 值 问题 . 没有 看 到 国内 外 有 其 他 人 
用 复 分 析 方法 讨论 抛物 型 方程 与 方程 组 的 有 关 问 题 并 得 到 如 本 书 
所 述 条 件 下 关于 这 方面 的 结果 ， 

在 第 五 章 中 ,介绍 了 双 曲 准 正 则 函数 与 拟 双 曲 变换 ,这 对 应 于 
HAARA EAE HERAA EME. 基于 双 曲 数 与 
双 曲 复 变 函数 的 表示 法 ,在 一 定 条 件 下 的 一 阶 双 曲 型 方程 组 与 二 
阶 双 曲 型 方程 能 转化 为 复 形 式 , 在 此 基础 上 ,我 们 还 讨论 了 一 阶 和 
二 阶 线性 、 拟 线性 双 曲 型 复方 程 一 些 边 值 间 题 的 可 解 性 . 

在 第 六 章 中 ,我 们 研究 了 一 阶 , 二 阶 拟 线 性 混合 型 (椭圆 - 双 曲 
型 ) 复 方程 较 一 般 的 边 值 问题 . 这 里 ,我们 没有 使 用 积分 方程 的 方 
法 ,而 主要 使 用 一 阶 椭圆 型 复方 程 间断 边 值 问题 的 结果 与 双 曲 再 


方程 的 理论 ,证 明 混 合 型 方程 各 种 边 值 问题 解 的 存在 唯一 性 ,所 得 
结果 包含 A. V. Bitsadze 的 结果 ( 见 [23]1),3)) 作 为 特殊 情形 . 有 
关 混 合 型 方程 的 不 少 问 题 仍 待 今后 继续 研究 . 

类 似 于 专著 [15]3),[140], 本 书 中 所 考 虚 的 复方 程 与 边界 条 
件 都 相当 广泛 ,而 且 使 用 的 方法 也 是 多 种 多 样 的 . 本 书 的 内 容 有 两 
个 主要 特点 ,其 一 是 ;关于 椭圆 型 复方 程 的 边 值 问题 大 多 是 考 虚 非 
线性 复方 程 在 多 连通 区 域 上 版 为 一 般 的 边界 条 件 , 其 二 蚌 , 较 系统 
地 把 复 分 析 方法 用 来 研究 抛物 型 . 双 曲 型 甚至 是 混合 型 复方 程 中 
的 一 些 问题 . 虽然 本 书 限于 讨论 二 维 或 包含 时 间 : 的 三 维 区 域 的 
情形 ,但 我 们 也 能 用 处 理 前 述 复方 程 的 思想 和 其 它 一 些 方法 来 解 
决 一 些 高 维 区 域 上 的 椭圆 型 .抛物 型 方程 与 方程 组 的 相应 问题 ( 见 
[139]23),26)). 还 要 所 及 :使 用 本 书 中 所 述 的 一 些 结果 ,可 以 处 理 
空气 动力 学 ,渗流 理论 、 弹 塑性 力学 中 的 自由 边界 和 滑动 边界 问题 
以 及 弹性 力学 中 的 混合 接触 问题 ( 见 [15]3),[150]) ,特别 基 弦 合 
型 方程 的 一 些 按 值 问 题 , 它 们 和 流体 力学 中 的 某 些 问 题 有 着 密切 
的 联系 . 

本 书 中 的 大 部 分 内 容 都 是 作者 及 其 合作 者 在 近 几 年 来 获得 的 
研究 成 果 , 并 且 不 少 结果 初次 发 表 于 此 . 本 书 可 供 高 等 学 校 数学 系 
相关 方向 的 高 年 级 学 生 , 研 究 生 和 教师 使 用 ,了 世 可 供 一 些 科技 工作 
者 参阅 ， 
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第 一 章 “” 带 弱 条 件 的 非 线性 椭圆 型 
方程 与 方程 组 


本 章 中 ,我 们 讨论 一 般 的 一 阶 椭圆 型 方程 组 ,二 阶 椭圆 型 方程 
和 方程 组 的 一 些 边 值 问题 ,其 中 区 域 的 边界 .边界 条 件 与 方程 系数 
的 条 件 都 弱 于 书 E140] 和 [15]3) 中 相应 的 条 件 . 我 们 获得 了 上 述 
边 值 问题 的 可 解 性 结果 ,这 些 结果 对 于 以 后 各 章 . 权 圆 型 复方 程 的 
数值 分 析 玉 力学 和 物理 中 的 自由 边 值 问题 等 都 是 常 使 用 到 的 ， 


8 1. 带 非 光滑 边界 的 椭圆 型 
复方 程 的 边 值 问题 


本 节 主 要 处 理 一 般 的 一 阶 非 线性 椭 回 型 方程 组 在 非 光滑 边界 
的 有 界 多 连通 区 域 上 的 Riemann-Hilbert 边 值 问题 ,我 们 提出 了 这 
种 边 值 问题 的 适 定 提 法 ,进而 讨论 了 它 的 可 解 性 . 


1. 带 非 光滑 边界 区 域 上 的 Riemann-Hilbert 边 值 问题 的 适 定 
提 法 


EDESTACLHN+IHEBARF RR, HART = 
2) I € C0 之 a 之 1), MAHA G1. NOBEL f= 


Py. 为 边界 的 有 界 区 域 D, 内 , 且 0€D. 


我 们 讨论 一 阶 非 线性 一 致 棋 加 型 复方 程 
w,=F(z2,w,w)+Glz,w) , F=@Q,w,+Q,@, 


+A wtA,wtAi, G=B, (zu) Jw", O<o<co, (1.1) 
Q,=0),(2,.w,w,), J=l;2, A,;=A,(z,w), " 
j=1,2:3, A,=A,(z), 


它 是 在 一 定 条 件 下 的 以 下 一 阶 非 线 性 椭 贺 型 实 方程 组 的 复 形式 . 
P (T, YUU, irsiy) = 0,j = 1,2 (1.2) 
CAND. 假定 复方 程 (1. 1) 满 足以 下 条 忻 : 
条 件 C 1) Qlesw, U) G=1,2), A(z,rw)(j 二 1,2,3) 对 所 有 
万 上 的 连续 函数 wz) 和 所 有 的 可 济 画 数 UCz)EL6 (2D), 在 DD 上 
均 可 测 , 且 满足 条 件 
LIA D] S krj = 1,2,L,[A12.D] & ks (1. 3) 
ltak D Æ D AAEM ATA. fos p(2< pop) sharks WER AM 
a. 
2) 上 述 函 数 对 几乎 所 有 的 x<E D,U EC 关于 wEC 连续 , 且 当 
z&D bt ,Q,=0C0j=1,.2), As=0Cj—1,2,3). 
3) 复 方程 (1.1) 满 足 一 致 椭圆 型 条 件 , 即 对 几乎 所 有 的 ED 
和 任意 的 复数 wU, U: WA 
1Fiz,w,U,) — Flew UD) 过 go — U2 l, (1.4) 
这 里 w(<1) 是 非 负 常数 . 
4) 对 任意 的 函数 w(z) CCD). Gz, wD AWM, BIL 
平 所 有 的 <E DG we F wEC 连续 ,并 满足 条 件 : 
|B, (z,w) | < B,(z),£,[8, DI] < &, , (1.5) 
此 处 各 是 非 负 常数 . 
现在 提出 方程 (1.1) 的 Riemann-Hilbert 边 值 问题 如 下 : 
问题 4 求 (1.1) 在 闭 区 域 石 上 的 连续 解 w(z) ;使 它 适合 边 
RAF 


Re[ACz)w(z)j = ri) Er, a1. 6) 
其 中 |4(z) |—1,<EF. BM) (REE 
CA), r] S kos Ce[rfz) I] = kas (1. 7) 


这 里 Ocal) ,与 ,加 都 是 非 负 常 数 . 
当 A;s(z,w)=0,2E€D,wEC A r(2)=0,2EF AE A ff 
称 为 问题 Ao. BE 


一 去 Arargh(z) 


叫 作 问题 A 和 问题 A, 的 指数 ， 当 天 <0 时 ,问题 A 可 以 是 不 可 解 
14 KZO 时 ,问题 4 的 解 不 一 定 是 唯一 的 . 因此 我 们 需要 考 
虑 问题 4 的 具有 变态 边界 条 件 的 适 定 提 法 . 
问题 求 复方 程 (1. 1) 在 上 的 连续 解 w(xz) ,使 它 适合 边 
界 条 件 
RefAtz)ew(z)] = r +h), Er, (1.8) 
其 中 
QEF, 4 KƏN, 
pse l,--,N—K, 
hee) ad OF ELIE N-Kt1y N41 
hy2€Pjj=1 N, 


l, 4 OSK<IN, 


-K- 


1 + 当 Ko 时 
各 十 Re >) (Ad tihide" Er, 
matl 


BE RUG=0, 1, N) AE Gn =1,-¢,-K-1, KO BRE 
BR. 此 外 , 当 指 数 KO, RN SRR ww(z) 满 足 点 型 条 件 
1,° ,2K— N+1, KƏN, 
N—K+1, N+, 0 K<N, 

(1.9) 
此 处 a EP, CF =1,- NaET CGS=N4+1,-°.2K -N41, 
K2N) BWF 上 不 相同 的 固定 点 ,而 与 (7E .都 是 实 常数 , 满 
足 条 件 


ImlAla; wla) = jE T= | 


la|<<4,7E/7, (1. 10) 
这 里 所 是 非 负 常数 ， 
问题 中 如 果 忆 0 一 0,1 > NOMA R a HA, AN 
RE. 9) 由 以 下 积分 条 件 来 代替 


[加 | Waywlerds=B,j=N—K+ 1. N+], 
Lwm r, 
当 0&K<N; 


Im|, AlzJwlzjds= B; j= l, +N+1 , 
i 


Re f ws) ds = By, j=N +2, K+], 


Liw) = 
Im] 2 * Kaela dds Bi,» j=K+2,,2K—-N+4+1, 
4 KN; 
(1.11) 
这 里 B;(j€E 都 是 实 常 数 ,满足 条 件 
IB| Skj Ed, (1.12) 


那么 边 值 问题 (1. 1), (1. 8),(1. 11) 简 称 为 问题 B. 为 了 方便 ,以 
后 我 们 有 时 也 将 点 型 条 件 和 积分 条 性 叫 作 边界 条 件 . 

TE ,我 们 先 给 出 在 条 件 C PAA EO. DZA 号 和 问题 
B' 解 所 满足 的 估计 式 , 然 后 使 用 此 悄 计 式 与 Schauder 不 动 点 定 
理 , 证 明 问题 B 和 问题 帮 的 可 解 性 ,进而 导出 方程 (1. 1) 之 问题 4 
的 可 解 条 件 . 为 了 验证 (1. 1) 之 问题 B 解 的 唯一 性 ,我 们 需要 增加 
以 下 条 件 , 即 对 于 任意 于 世上 连续 函数 wa(z) ,wwa(z) 与 UCz) EE 
L, (万 ) ,有 

Fiz U) 一 下 (zi = Alz w ww, UV) we, — w), 

{eee — Glzyw,) = Blew wz) (ey, — w), 
(1. 13) 
其 中 ACz wU, Bew ,zz) 满 足 条 件 
L LA, D] < œ, L, [B.D] < œ, 2< ASÈ. 

特别 当 (1. 1) 是 线性 方程 时 ,条 件 (1. 13? 显 然 成 立 . 


2. 问题 8 与 问题 孕 解 的 先 验 估计 


首先 ,我 们 给 出 方程 (1. 1) 之 辣 题 B 与 问题 B 解 的 表示 定理 
定理 1.1 如 果 方 程 (1. 1) 满 足 笨 件 C 且 总 二 0, 又 wlx) 是 

(1. 1) 之 问题 吾 ( 或 问题 BR. BS w(z) 可 表示 成 
wz) = Ple) Je? + gle) , (1.14) 


其 中 ttz) 2DLA-TAHE,. CHEM D 拟 共 形 映 射 到 以 
L= 为 边界 的 NN 十 1 连通 贺 界 区 域 G, 这 里 L = or) 


(二 1a N) BEL L = OP) = (Sl = 1) 为 边界 的 单位 贺 
ISL <1 A, EEO = 0,00) BERG AAR Ro) pie), 


Vz) RAB zh) 满足 估计 式 
Clr Dh, T= Az) sp 2) re) :Col el GJS 9 (1.15) 
A Dik L,0le1+ le] DIS, (1. 16) 


Lel + if | s DIS Lp Cll + ler] ETE (1.17) 


此 处 =minta,1 一 2/po) ,po (2 过 po 所 pp), 刀 ,上 分别 是 仅 依赖 于 
Gor Pos korki D 与 gos pos kark D MEARE I hy = k (gos po» 
koskis D) sks = hy (qos Pos koski D), D= iz |2 € D,dist (z, MD 2> 
0},e 是 一 个 适当 小 的 正常 数 ,6G=8(D)， 

证 类 似 于 [140] 第 二 章 中 的 定理 2. 4, 我 们 将 问题 BR 


题 B') 的 解 忆 (x) 代入 到 方程 (1. 1) 中 ,并 考虑 以 下 方程 组 


一 Q +Q w, 当 wi, FO, 
Wm Opt Ay+ MB 一作 当 w. 二 0 或 z 人 六 ， (1. 18) 


A 二 A/w 24 wl2)340, 
= A,A= (1.199 
a=Qat |; 当 fs) 一 0 或 = 气力 ， 
W.=QW., Wio = olitte]. (1. 20) 


ERREZE ASEARA, ER BAC. 18) 一 
(1. 2078 on FA: 


Q(z) = Tf =— = 1 f IH za Az) = Tg, 


f(z) = PExie)] X = z+ Th, 
RESAD E LD 2p D EAA 
ER. POOF RR E=) AHRR., EH E SET Bl 
NN 十 1 ERARE CG MoE G 内 的 一 个 解析 函数 ， 我 们 能 
够 验证 函数 ole) he HR. 159,016. A FEE p) 
RER MR z(5) 满 足 估计 式 (1. 15),0..17).. 事实 上 ,我 们 先 找 出 
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一 个 单 叶 解析 函数 2Z==Z(z), 它 将 区 域 D 共 形 映射 到 位 于 单位 图 
内 的 N 十 1 连通 贺 界 区 域 A, 用 z=z(2Z}) 表 示 Z= 二 Zlz) 的 芭 函 数 . 
于 是 复方 程 (1. 20? 可 转化 为 以 自 变量 Z 的 复方 程 

Wz=[Q 2 (ZI (2) Wa, [QE /YZ Sgi. (1.21) 
由 [1311]1), 可知 (1. 2D RAB MM VIZ) =2Z4+TH CHE 
L,, ADHAHAR. STEER NFER TR ET BRK C= QV), 
使 得 它 把 YA) 映射 到 如 定理 中 所 述 的 N+ 1 连通 区 域 CG, 因 此 
$8(z) 二 QV[Z(z)]}， 根 据 共有 形 映射 中 的 结果 ( 见 [137], [139] 
17)) ,并 使 用 [140] 第 二 章 中 引 理 2. 1 的 证 明 方 法 ,可 以 验证 (Cz) 
RER BM lM R ME. 15) 与 (1. 17). 

SOK FRAN TE A 号 和 问题 B' 的 解 所 满足 的 估计 式 . 

定理 1.2 在 定理 1.1 相同 的 条 件 下 ,方程 (1.1) 之 问题 B 
(或 问题 BOA we HE te 

C[w(2) DIM, = My (qos porka, K, D), (1. 22) 

L llw + [w] D] <M, = M,(qos Poska K D), CL. 23) 
HP k= (hooky skosk) =a 2 pop, D= {zl zE D,dist(z, D) 
之 e>0} ,Mj(j 二 1,2) 都 是 非 负 常 数 ,在 本 书 中 我 们 总 是 把 M, w 
为 非 负 常数 ,为 了 方便 ,有 时 不 作 说 明 . 

证 根据 定理 1.1, 上 述 间 题 避 的 解 w(x) 可 表示 成 口 . 14) 的 
形式 ,这 样 边界 条 件 (1. 8), (1. 9) 可 转化 为 解析 丙 数 OC 2 
下 所 适合 的 边界 条 件 
RELADOO] = RO + HO. FE L= g), 1.24) 

061,24 KN, 
hy CEL pw jJHlyesN—K, 
0.6L, j=N—-K+1,~,N+1 
hjit ELp I= lyn, 

| K<0, 


hay {K <N, 


A= (1.25) 


一 天 一 


1 当 
hotRe 5) (hf +h (DI SEL, 
m=) 
Im[A Ola, = GE. (1. 26) 


此 处 


AQ) = Az eR = riet] 一 RAR Oye}, 
a’, = la) = b; — ImfACap pla, ].7 EJ. 
由 (1.7), 《1.10) 和 (1.15) ,可 知 ACE) ROD, G E 满足 条 件 
Cal AE), L] S MaC RE L] S Mall S Myf EJ, 
(1. 27) 
这 里 Ms 一 Mi(g porka KD). MRR SEE lB 
多 ( 刀 满足 估计 式 
Col P(E) CI E M, Cal I CEM, (1.28) 
HH G= M, =M, los porke K, D), M, =M; (qo Porka, 
K.D) ,那么 从 问题 B 的 解 w(z}) 的 表示 式 (1. 14) 与 佑 计 式 (1. 15) 
一 (1.17) ,可 以 导出 w(xz) 所 满足 的 估计 式 (1. 2201 C1. 23). 
余下 我 们 只 要 证 明 (t. 28) 成 立 ， 为 此 ,我 们 先 验证 (5) 的 有 
界 性 , 即 
CLO) GIE Me = Mlos poskea, K, D). (1.29) 
REO 29) 不 成 立 ; 那 么 存在 具有 与 AQ). RO), RR 
数 序列 {C50)) (RO). {5}, 它们 分 别 在 工 上 一 致 收敛 到 基数 
Ao(S) RoE) ,Botj E dJ), HFEF AG REGEN 
ET BG (8 CB, OO.) E TL, = CIOL) GC] > 
00,4 noo, RRHH I SlG@=1.2.). BRB 
= (0/1, 满足 边界 条 性 
RelA EIDE] = [RAE + HON, EEL, (1.30) 
Im[A ta D, a] = H/F ES. (1.31) 
使 用 Schwarz 公式 ,Cauchy 公式 及 对 称 开拓 的 方法 ( 见 [140] 第 一 
REEL. TSS ( 纪 所 满足 的 估计 式 
Cal D G] < M, CLS! G] S Ma (1. 32) 
此 处 M: =M: (qos forks K D) M: =M:lqos Poksa: K D). 于 是 
我 们 能 从 (D.O RTEA B, (z)} ,使 得 它 在 到 上 一致 收 伍 到 
一 解析 沙 数 名 (z) ,而 饭 (*) 适 合 齐 次 边界 条 件 
Re ADODO] = HOVEL, (1. 33) 


7>» 


Im[A, Ca’, )B, (a, )] = O07 € J. (1. 34) 
依照 后 商 如 定理 1.4 所 述 的 唯一 性 定理 ,可 知 BO) = 0,0EG. 
然而 从 条 件 CLE.) C= PEAH EG LEAS. ,使 得 
IS ( = 1. KA AEH T O. 29) 式 成 立 . 然后 使 用 由 
C[ 儿 0 ,G] 王 1 导出 估计 式 (1. 32) 的 方法 ,可 证 (1. 28) 成 立 ， 

类 似 地 ,我 们 也 能 验证 问题 B AE wkz) 满 足 估 计 式 (1. 22) 
和 (1. 23). 

定理 1.3 设 复方 程 (1. 1) 满 足 条 件 C, 那 么 (1,1) 之 同 题 B 
(或 问题 8 的 解 wx) 满足 估计 式 

Cylwlz) D] M Ly [lm | wl D] SE Mik.» (1.35) 
此 处 y, 记 ,五 均 如 定理 1.2 PPB. MA. 一 上 + MCL [wl DI] + 
hy + ks, My = Milos poskoras KD), Mig = Myo Gor PorkssaiK, 
D. 特别 当 o 所 1, 信 计 式 (1, 35) 成 为 

C,[wz),D] S Mnk" LL lwel + hel DI < Mak’, (1.36) 
BR =k + kit k + k Ma = Mallo poskoskh s K, D), 
Ms = Malor Poskarki sa, K.D). 

证 4k. = 0,6] k = i = k = k = 0; 由 定理 1.4, 即 知 
wiz) = 0,7€ D. 4k, >0, ABBY BWW) = w)/h. W 
足 复 方程 和 边界 条 件 : 

W, — QW, — QW: — AW —A,W=(A,+G]/k.,2€ D, 


(1. 37) 
Re[A(2)W(z)] = [r + Ale) /2.,2€ET, (1. 38) 
Im[Ata)W (a,)] = b/k. GEV. (1. 39) 


注意 到 条 件 
LUCA, + G)/k, DJ <1, C.fr(2>/k. ,TRL1, 
lo/2.1<17E7, 
并 使 用 定理 1.2 的 证 明 方 法 ,我 们 可 得 
GW DE ML CIW + |W DIS Mo. 1.40) 
AMERITA BA. 3D. 


"Be 


4 as 委 1, 我 们 可 把 方程 (1, 1) 重 新 写成 如 下 形式 : 
w= w, Qmm +H Awt AHA, 
tel 1, JAstG@.w), wl A. 41) 
人 -| 
注意 到 A, ,43 满足 条 件 
LLA: 万 ] < LA, D] + LBD] < & +k, 
LILA, 万 ] < LIAD] + LIB DIS k +K, 
使 用 前 面 类 似 的 方法 , 便 可 得 到 估计 式 (1, 36). 
最 后 我 们 提 有 及; 如果 ww(z) 是 方程 (1.1) 之 问题 BBA 
AAR. 39) 应 代 以 积分 条 位 ,而 千 计 式 (1.35) 可 类 似 地 证 明 . 


3. 问题 8 与 问题 B 解 的 唯一 性 与 可 解 性 


定理 1.4 如 果 条 件 C 与 (1.13) 成 立 ; 那 么 (1.1) 之 问题 8 
(或 问题 BBS A- ME. 

证 设 w(z)1rwslz) 是 方程 (1.1) 之 问题 B 的 两 个 解 。 由 条 
忻 忆 与 (1,13), 容 易 看 出 ;wz) = 二 wi (2) 一 ws{z) 是 以 下 边 值 问题 
的 一 个 解 : 


4, 当 |wl>1. 


ws — Qw, = Aw + Bw, z€ D, (1. 42) 
Ref ACz}wiz)] = hCG), 2 ET, (1. 43) 
Im[ACa, wa, =, i €E J, (1. 44) 


其 中 

LF (Cz,rw sy.) — F(Z ye.) | / Cw —w,),4 TH, FE Wget 
N WTW ZED, 

[E Cz w sw} — Fey ee spr) ]/ Cw — w) s 
= 当 Ye (2) Aw, (z) + 

0,24 w (z) =w, (2) ,.2ED, 

[Girs )—GCz te) ]/ (ew, wr) 当 w (2) Fw, (2), 
{re w (2) =w x) ED, 
Bl <qo<1,2€D,L,[A,D]<co,L,[B,D]<oo. 
从 定理 1. 1 中 的 表示 式 (1.14) ,我 们 有 


wz) = DE) jen", ~(1. 45) 
此 处 ple) Ce), DOHME 1. 1 中 所 述 . 不 难看 出 ;解析 函数 
HOR LL B 的 边界 条 件 
Re[AMOO] = HH CE L= gT), (1. 46) 
mA YBa )] = 0,7 EJ, (1.47) 
KHAO. AOE E D.e; G E J) 均 如 (1.24) — 1.26) 中 所 
2B. 依照 [140] 第 二 章 中 的 定理 4.1, 可 知 当 标 数 外 之 0, 则 有 
多 (划一 0 E G = E(D). FR we) = Oe) Je = o, Bp 
w Cz) = wi) z ED. 
其 次 ,我 们 讨论 K<0 的 情形 . 根据 [131J17? 第 四 章 中 的 定理 
4. 12, 可 知 问题 By 可 解 的 充分 和 必要 条 件 为 


ET (sds = 0, n= lee, N — 2K —1, 


(1. 48) 
BPO G=1,-,N—-2K—1) RT RE 
Re (TAG) Pio Gs} = 0, E E Lan =1,--,N— 2K —-1 
(1. 49) 
之 共 轿 边 值 问题 Bi 线性 无 关 解 的 完全 组 ， 注意 (1. DAP ADH 
定义 ,条 件 (1. 46) 可 写成 


Sh; | MAEI PE (ds 


—K-1 


ht “1 
+ 2 | 1J, meag SIWO (sdeosLmarge Dds o co) 


-| mMm [AHI 8, (Oe C8)sin[margett) Jes | 一 0， 


n=1,-+,N—2K—1. 

BE hj J=0.1, 0, NY ht Cm 二 1;*…, —K-D REHOBAHK 
数 方程 组 (1. 50) 的 系数 行列 式 必 等 于 0， 因此 ,我 们 能 求 出 实 常 
数 Ce ”9 人 本 一 2 天 一 1 由 于 它们 不 全 为 0， 因而 问题 By 的 解 


N-—2K-1 


F(z) = > EFi) x 0z € G = (D), 


a=] 


FHA 多 (2) 还 满足 以 下 的 等 式 ， 
| Tmi ACY) WOE Cds 一 0 一 0 


| MAEI WOE! CsYcost margz(t) Jds = 0, 
by (1.51) 


I, Im [AGIT WOE Cs) sin margz(t) lds = 0, 


m= 1", — K- 1l. 
由 (1.51) 及 [131j1) 第 四 章 中 的 定理 4 7., 7AA POEL E 
至 少 有 2N 一 2K 一 1 个 零点 ， 注意 到 


Zarar AOT E Gs) =N~K-—l, 


又 根据 [131J1) 第 四 章 中 的 公式 (4. 19), RTFM THB 
等 式 : 
2N — 2K —~1<2N, +N, =—2N— 2K —2. 

he AP SERA T 

hy = 0,7 = Ol Nh =O,m = lee, — K — 1, 
BI HO) = 0,06 L Alk o=o EG. Rm wlz)=0, Ff 
wa (2=w,(29,.2ED, 

使 用 类 似 的 方法 ,我 们 可 以 证 明 问 题 BB 的 解 也 是 唯一 的 . 

定理 1.5 设 方程 (1. 1) 满 足 条 件 C ， 

(DD 当 0<o<l1; 则 (1.1) 之 问题 B 具 有 和 解 w(z) EW) (DD) 一 
CDW}, CD) 3X Y, po(2< pop) ,六 均 如 前 所 述 . 

(2) 当 o>1 ,只 要 常数 

Ma = Ll D] + Cr] 十 2 le; (1.52) 


是 够 小 ,那么 (1. 1) 之 问题 BAAR ww EW D) . 
证 (10<e<1. 我们 引入 Banach 空间 CCD) PAAR 
Ace Be ,其 中 的 元 索 都 是 万 上 的 连续 函数 wiz) ,满足 条 件 
Cet), DSM = Mk", (1. 53) 
这 里 Mok 都 是 (1. 36) 式 中 所 示 的 常数 ， 我 们 任 取 一 函数 We) 
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EC(D) HRA RE Q G=1,2),4,G=1,2,9 8 Gew Pay 
的 位 置 , 即 QQ Wsw) j= 152.4; = Aslz,W) j= 1,253; 
G 二 G(xz;W}, 从 [140j 第 二 章 中 的 结果 ,可 知 复方 程 
w, = ew W ,w,) F = Qw, + Q + Aw + Awt A, +G 
《1. 54) 
2 AA BREW wi), M EIAHA 1. 36), 因 此 wlz)EB*. 用 
w=S(W ERM WiN EB A wio LERH. hF woe 
(1. 36), 可 知 SOR 如 "到 自身 的 一 个 紧 集 - 为 了 验证 S$ 是 
五 "中 的 连续 算 子 , 任 取 B 中 一 函数 序列 {W, (z)}, 使 得 
CEW, Wat) D0, 4 neco. 因为 w. 一 SCW.) (n= 152, 
…) 满 足 居 计 式 (1. 36) » WU DA (ee, (2) PTER FEA (we, (C2) } 
使 得 Chu (2) 一 wo(z) 1 万 ] 一 0, 当 koo03 为 了 方便 ,我 们 仍 用 
{wo DERFEN (we, (2). Kw = SWIM wo 二 SCW) ,我 们 
有 . 
[ey 一 wol 一 Plzsrw sW urin) + Flert Wo swe) 


一 G(z,W,) 一 Giz, Wy) ze D, (1. 55) 
Re{ACz) [rw (23 — wy (2))} = AC) ET, (1. 56) 
Im {ACa,;}[w, Ca, 一 wila] = 0,7 €E Jy (1. 57) 


由 于 
F (25 tay Wy Wan) — FC 2 yt Wo stg) =F (ete W uywa) 
~F (erw Waster HF (ester W arwa) — FCs wo» Waste) » 
F lesten 1 Wy ste) — F Ceste > Wo pte) = Ai Cz Wn) (rer, — wo) 
+ Arle Wi) (Gi, — Wp) + sn S= [A e WA le Wo) Jw 
+[A,Cz,W,)—A,Ce>Wo) iio LA tz WO— As tz Wo) J, (1.58) 
我 们 能 够 证 明 s, 具有 性 质 ， 

L,,[s..D]— 0, 24 n— co， (1.59) 
事实 上 ,由 条 件 C, 可 以 看 出 % ED AIL PARR Me 0, 于 是 对 
于 两 个 任意 小 的 正 数 ae, 存在 忆 中 的 一 子 集 忆 ,及 一 正 整数 六 ， 
使 得 measD. <e, 及 |s. | 二 6; 当 zED\D,，, 有 日 n>N., 使 用 Halder 
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不 等 式 与 Minkowski 不 等 式 , 我 们 有 
Lp is D] S L,[5..D. + Ly Ls DN\D.] 
LL D. ] + £ (meas D)" 
SL Ls D. ] + tanto 
< 2M L, [1 D, ] + erh = e, (1. 60) 


其 中 Mi= supaCisn D], pi EM ERI popim, 1/0 
a) AY TE RK p= popi/ Ch po). FARAO 59) 的 正确 的 . 类 
似 地 ,我 们 可 证 

Lp [G Wa) — Glz,W,) D] —> 0, 当 ?一 co， (1.61) 
根据 方程 (1. 1) 之 问题 B 解 的 唯一 性 ,可 导出 ;Ciw(z) 一 wo (z)， 
Dj]-0, 当 wn 一 oo . 再 由 Schauder 不 动 点 定理 , 则 知 存在 一 函数 
wlz) E€ B' 44] w= Siw), f wz) 正 是 方程 (1. 1) 之 问题 B 的 一 
TIR. 

(2) o>1. 考虑 以 下 上 的 代数 方程 
Ms {LpA D] + LlB Dl + CLr,T] 十 2 lol} =t, 


(1. 62) 
由 于 om 1, 可知 当 (1, 52) 中 的 常数 M,: 适 当 小 ,那么 (1. 62) 具 有 一 
个 解 t= Mu 之 0( 如 果 有 多 于 一 个 解 , 则 取 最 小 者 ).、 我 们 引入 
Banach 空间 C(D) 中 一 个 闭 晤 集 B, HEPER wR BRE 
下 条 件 的 函数 ， 

Clwiz) D] S Mau. (1. 63) 
任意 选取 一 函数 ODER. HRADA RC. 1) 中 适当 的 位 置 ， 
而 得 复方 程 

w, = Fz) + GD) F = F(z,,w,) 
— Fiz, w, D + A(z wwe + A lz mw + AD), 
(1. 64) 
由 《1) 中 的 方法 ,可 求 得 (1. 64) 之 问题 8 的 一 个 解 w(x), 并 可 证 
问题 BRR HE. 用 w(x) = STH) IRM Bz) EB. Bl 
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zw(z) 的 映射 ， 从 定理 1. 3 中 的 结果 ,我 们 有 
Cw la) DEM, i LLA, DI+CLr, TI+ 2, i +L [GD]: 
<M, {Mut LLB,, Dllwl’} 
EMA{Myst LB DIM =Ma. (1. 65) 
这 表明 SDE 5. 也 射 到 自身 的 一 紧 集 ， 余下 要 验证 5 是 B. H 
的 一 连续 算 子 , 事实 上 , 任 取 B. 中 的 一 序列 {部 ,(z)}, 使 得 
Ci — tH» D]»0, 当 n>. 由 条 件 C 并 使 用 (1) 中 的 方法 ,可 
TE : 
L,[A/(z,%,) 一 Aj(z,%,)),D]—+ 0, j= 1,2, 
LGT) — Gle) D] —> 0, Yn oo. 
进而 从 w= S ia] rwo = Sio] BW tw 一 two 是 复方 程 
(w, — wy). = Flr, Wns ny Wn) 一 Piz, 10g sooo.) 
+ Gir, — Glz,%),zE D (1. 66) 
的 一 个 解 ,满足 边界 条 件 (1. 55) 01.57) HR iE: Clw ur D] 
0,24 2-00, 根据 Schauder 不 动 点 定理 , 则 知 存在 一 画 数 wae 
B, ,使 得 w=Slel], Ae 1.3, we) EW =C DN 
WOLAK wo REKE 1) (go 之 1) 之 问题 8 的 解 . 
此 外 ,我 们 也 可 类 似 地 讨论 (1. 1) 之 问题 B' 的 可 解 性 ， 依 照 
[i140j 第 二 章 中 定理 4. 8 的 证 法 ,从 定理 1. 5 可 导出 如 下 结 染 . 
定理 1.6 在 定理 1.5 相同 的 条 件 下 ,有 以 下 关于 问题 4 的 
可 解 性 结果 ， 
(1) 当 标 数 KEN ABO. 1) 之 问题 4 是 可 解 的 . 
(2) 当 SKN. FEC. 1) 之 问题 4 的 可 解 条 件 总 数 不 超 
itN—-K. 
《3) 当 关 <0, 方 程 (1.1) 之 问题 4 具有 N—2K—1 个 可 解 条 
件 . 
此 外 ,我 们 也 能 讨论 带 有 非 光滑 边界 区 域 上 二 芥 非 线 性 椭 轿 
型 方程 的 Poincaré 边界 问题 的 可 解 性 ( 见 [153]27,[157J]). 
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§ 2. — Brak e+e iS EBS 
复合 边 值 问题 


本 节 中 .我 们 讨论 多 连通 区 域 上 一 般 的 一 阶 非 线性 椭圆 型 复 
方程 的 复合 边 值 问题 ,这 种 边 值 问 题 包 含 Riemann-Hilbert 作为 特 
RE. 


i SEME 


设 万 是 如 $1 PIRE N 十 1 连通 区 域 ,其 边界 T= $r, 
E CoL G= 1sm) BD Rm 条 互相 外 离 的 不 相交 闭 曲线 ， H 
L= OL, E CEO 之 a 之 1) 是 一 正常 数 . 记 

1 


Dt = AD, D = $ D, Dy = DN djs f= ly ym 


Wak d, EA OL, SAAR j=l em. RAE RA 
可 设 oe Dt. 
RAEE m TA — BEE eS E 
ws = 下 (zi + Stz.w), F = Q2,w,w,)w, 
+ A(z ww + Alw + Ale), z E D= DL, 
其 中 Fizewiwd fewn RE PEE. 
REC 1) Qz,wU), Ae, w) G=1,2, Dt A DE 
的 连续 函数 ele) SAW AA U a E LD), E D AN, A 
足 条 件 


(2.1) 


LLAD] S kos j = 1,2, Ll4 D] S hk, (2.2) 
iab D= {zE D distile, ID) De>0} , pos p CLEP) skk e 都 是 
非 负 常 数 ， 
2) DRM ROM 记 内 几乎 所 有 的 < 及 UEC 关 于 wEC 连续 ， 
H Q=0,4=0(j=1,2:3), 4 z%&D. 
3) 复 方程 (1. 1) 满 足 一 致 椭圆 型 条 件 (1. 4). 


ASHE RH ARM wed CCID), fz wt DAMM, EX D 
内 几乎 所 有 的 > 关于 wEC 连 续 , 还 满足 条 件 
(Few) | S Bile) lwl, O0<o<oo, (2.3) 
其 中 LLB., D] < ta < oo ， 
问题 了 所 谓 方 程 人 2. 1) 的 复合 边 值 问题 , 即 求 (2, DE D E 
的 分 片 连续 解 


wt (z), z€ DT, 
wlr) = w 2), 2 OD. (2, 4) 


使 它 适合 复合 边界 条 件 
Re[A(z)w(z) J=r(z). EP, (2.5) 
wt (2 =Gl2)w loD tgier), zEL, (2. 6) 


此 处 ACz) C2) SCL. © PATA ,而 函数 C4z),g(z) 满 足 条 件 
C.[G(z),L]< kG) # 0.2 € LCL ge) L] k, (2.7) 
这 里 a( 1/2<a<1) skok 都 是 非 负 常数 . 带 有 条 件 As(z) =0, 
zxED,r(tz)=0;,zET 与 g(2) 一 0,zE&€L 的 边界 问题 F 简 记 为 问题 
Fo ， 整 数 
K = jt [Ararga(z) 十 AuargG(z)] (2.8) 
ARB F 与 问题 F, 的 标 数 . 
因为 当天 < At, (ale FR — eR AKU 140], RAT AT 
修改 边界 条 件 (2, 5) ,使 得 边 值 问 题 变 成 为 适 定 的 . 
问题 G 求 方程 (2. 1) 具 有 形 如 (2.4) 的 分 片 连续 解 wlz) ,使 
它 适合 变态 的 边界 条 件 
Rel A@w(z) |=r(z) thl), cer, 


wt (2) —=G(z)w (2) +¢(2), EL, 
0,2ET ,KN, 


Ay, ze j=l NK, 
0,z€7,,j=N—K+1,°,N+1 
Ay 2€ Dy jel, 

<6, 


(2.9) 


} SKN, 


hlz) 一 (2.10) 


1 
ji 十 Re >) (hå tiha 2" ET 


m=] 


a iĝ" 


其 中 A,G=0.1.N) AZ m1. ~K- 1, 天 <0) 都 是 待定 实 
常数 ,并且 我 们 可 要 求解 wtz) 满 足 点 型 条 件 
Im{ACa,w(a,)] = bjs 
oe 一 N+ 1,A2SN, 
j E 了 一 
人 一 天 十 1 人 十 10 安 天 < 所 用 


HOR a .6,9E DBM. 9). (d. LOR. 带 有 条 件 A= 0,2 
Dur=0,2EF H g=0,2EL 简称 为 问题 G- 

在 [36] 中 讨论 了 单 连 通 区 域 D LIRR ABC. 1) 
的 Riemann 边 值 问题 .Riemann-Hilbert 问题 与 复合 边 值 问题 ,在 
本 节 中 ,我 们 讨论 多 连通 区 域 D 上 复方 程 (2. 1) 的 复合 边 值 问题 
G, HEAR 4 O<o<21 时 ,此 问题 具有 分 片 连续 解 ,而 当 >1 时 ,只 要 
常数 所 ,和 如: 太 足够 小 ,此 问题 也 存在 分 片 连续 解 . A EAA GC 
的 唯一 可 解 性 ,我 们 需要 对 复方 程 (2. 1) 增 加 一 些 条 件 , 即 对 任意 
的 函数 wj(z) EEC) ,j=1,2,U Cz) EL, D), Flew U), fz, 


w) 满 足 条 件 
vee U) —F(z,w; 0) = Alz to, Ww) Cw — wz), 


(2.11) 


(2. 12) 
fm) — S iw = Biz wy, rt) Cw — Wy) 5 


此 处 A BE Lp (D) ,而 如 (2 所 加 安 蕉 是非 负 常数 ， 
2， 复 合 边 值 问题 解 的 先 验 估计 


首先 ,我 们 证 明 两 个 引 理 . 

引 理 2.1 如 果 f(z;w) 满 足 条 件 C' 中 条 件 4) ,那么 由 f= 
7(zszo) 所 确定 的 非 线 性 映射 fC bw, DD] max[C (wt, D*), 
Cw DJ- DEER AEA A B 

LL w) D] < LB o DCD]. (2.13) 

证 ATER S=S[2.wlz) aE EDL, D) 
是 连续 的 ,我 们 选取 任意 的 函数 序列 wod ECD) (n=051,2, 
+), E Clw,—w,,D]+0,24 noo. RATHI ¢, (2) = f(z, w,) 


#17. 


— farw RAEM: 
Lale D] > 0, noo. (2. 14) 
事实 上 ,由 条 件 C ,可知 ctz) 在 D 上 几乎 处 处 趋 于 0, 因 此 对 于 任 
意 涉 的 两 个 正 数 &,& ,一定 存 在 太 内 的 子 集中 ,及 一 正 整 数 入 ,使 
得 measD, <e, E lea) Cern rE DVD. H n>N .根据 Holder 不 等 
A Minkowski 不 等 式 ,我们 有 
Lp [ern D] S Lp [eD] + Le ien DD. 
< Lp Lf £w) — f(2,w))+D,.] + &ilmeasDy 
<= L, LB Cl’ + Jwi) D. ] + er 
< 2Moe La [B D. ] + err = e, (2.15) 
其 中 Mi= supo CL lw |D]: p 是 一 正常 数 满足 条 件 po 过 pi 二 
min(p+1/(1—@)),M pr= popi hi po). AWE 14) 成 立 ， 而 不 
等 式 (2. 13) 显 然 成 立 . 
引 理 2.2 ME wt) EWL Jw (2) EWL), p>2, 
叉 形 如 (2. 4) 的 函数 w(x) 在 DD 内 连续 ,那么 w(xz) EW). 
证 ”我 们 只 要 证 明 ww ELD). MF pe DLD), H 
Green 公式 ,我 们 有 


IE do, = J pdo, + | 一 pida, 
- 1 - I 4 
7 f,- pda. + AR pdz 一 Beni pdz 

二 一 | wt pas 一 ||, opda 一 二 | wt- w pdz 

一 一 | wtp do, 一 | wear. 
这 表明 wE LCD). 类 似 地 我 们 可 证 wE LD). 因此 wie 
W1(D). 

其 次 ,我 们 要 证 明 复 方程 
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w, = F(z,w,w,) + f(z), 2 ED (2. 16) 
之 问题 G 解 w(z) 所 满足 的 估计 式 ,在 (2.16) 中 ,f(z) 是 上 D 内 的 可 
BR. ERE 
Lf D] S k, (2.17) 
此 处 pC>>2), 都 是 非 负 常数 
定理 2, 3 设 复 方程 (2. 16) 满 足 条 件 C' 与 (2. 17), 那 么 
(2.16) 之 问题 G 具 有 解 w(z)E 视 《DD), 而 ww(z) 满 足 佑 计 式 
wll wo 
=Clw.D] + L,,0lw.| + Iel Bt] + Lp Ele] + lel D] 
< MLAD] + LD] + Clr r] + Clg.L]+ 之 TA 


<M, {k + 2k, +k, + max(2k— N +1.K + 1}, (2.18) 
这 里 D =D) D*, po (2<po<p) ki (j=1.2.3,4) PE A E 
BSE fh HR, M = M Cgo» Posko .a,K,D*), 
证 ”我 们 将 使 用 消去 法 5 见 [97]1),[140]) 证 明 本 定理 ， 为 
此 ,引入 函数 tw(z) 的 一 个 变换 , 即 
wz) = Oz) + XW i), Pir) = Xz) Plz), (2.19) 


其 中 
x? 一 er MW), D’, 
X- a= ©, 2ED, 
gítjdt 
P(r) = 支 | OUa’ (2. 20) 
此 处 


H(z) = i Cz — 5,155; E dja; = ZA arate) 
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rz) = EWE ] . 


i — 

KREME EO. 16) 的 问题 G 被 转化 为 如 下 的 Riemann- 
Hilbert 322 (A E i Ce] B) 

W, = Fe WW.) + SF l2)/XG@), ce © DL, (2.21) 


a [9u 


j = Lam, 


Re[AC@z)W(z)] = R) + h(tz), xz ET, (2, 22) 


Wt (z) =W (2), cz EL, (2. 23) 
Im Ala W (a;) ] = Bi, J € J. (2. 24) 


这 里 
Fo= FB + XW,D + X'W + XW,)/X, 2 € D, 
A(z) = Mz) XG), Er, 
R(z) = r(z) 一 REA@H2)],2€ 5, 
B; = b; — mAP] 7 ES. 
注意 到 (2. 21)— (2. 24) 满 足 8 1 中 所 述 条 件 C 相 类 似 的 条 件 , 根 
据 定理 1. 5 中 的 证 明 方法 或 [140] 第 二 章 中 的 结果 ,可 知 上 述 问题 
BAAR W (2). BBM Xe). We) ORE 
C.LY(z),D?]< M:s LLY G), DA] S Ms, (2.25) 
REYE X), Fl) D) PHF, Hi a. p Lp 
min (p,1/(1 一 @)) 都 是 如 前 所 述 的 正常 数 ,又 M:=M: lak, K, 
D+), Mı =M; lask, K, DE), k= (hh) WEC. 21), 
(2. 22), (2. 24) FAY BR f(z)/ 双 (x) AC) ,RCz) 与 常数 B GEND 
满足 条 件 
L,,Lf(2)/X(2),D] < M CLA] < M;, 
ecko <M,,|8,|<M,,jEd, 
此 处 M;=M, lask, K, Dt) j=4e"57. 根据 §1 中 的 结果 与 引 理 
2.2, 我 们 可 得 WW(z) 所 满足 的 估计 式 
I| W | WD) C[W ,万 ] + L, LW: Dd] + Lp LW »D} 
< MLA D] + LL f(2)/X(z),D] 
+C,[R(z),P] + 2 1B,1}, (2. 27) 


这 里 Ms 二 Melgo, forask+K,D*). 联合 (2.19), (2.25) 一 (2. 27), 
便 得 估计 式 (2. 18). 


3. 复合 边 值 问题 的 可 解 性 
定理 2.4 假设 复方 程 (2. 1 满足 条 件 C . 
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(2. 26) 


(1) 当 0<o<1, 则 (2.1) 的 向 题 G 具 有 解 wz) CW) (CD) ,这 
里 Pa (2 之 Pu 过 pp) 是 如 前 所 述 的 正常 数 ， 
(2) 当 o>1, 内 要 常数 
M, = LLA, D] + Cair, r] + Cig] + 2 lil (2. 28) 


适当 小 , 则 (2,1) 的 向 题 G 存在 一 MR wz) EW, CD). 
(3) 如 果 irw ME RIF 12) ,那么 (2. 1) 之 问题 C 的 解 
是 唯一 的 . 
证 《]) 考 虑 代数 方程 
M {LLA D] + LLB,, DY + Cir T] 
十 C-[Lg,Z] + 2, lel} =t, (2.29) 


由 于 0<o<l, 可知 方 程 (2. 29) 存 在 唯一 解 t= My 0. 我 们 引入 
Banach ZHE H-A RADE B* ,其 中 元 素 rwwtz) 均 为 满足 
以 下 条 件 的 形 如 (2. 4) 的 分 并 连续 函数 


wz) € CCD), Clwt), D] < Mu. (2. 30) 
我 们 任 选 一 函 教 OCR’ HERAT 
w, = F(z,w,wW,w,) + f(z), (2. 31) 


其 中 
Fiz.w.,w,) = Q Dw w, — A (2. Bw 
+ Alz T + A,(2.@). 
由 定理 2. 3, 可 知 (2, 31) 的 问题 G RAR w(x), 并 且 这 样 的 解 是 
唯一 的 ,用 eld = Tle IRR Hz) EB8' 到 w(z) 的 映射 , 根 
据 引 理 2.1 与 定理 2,3, 便 知 wiz} 满 足 估计 式 
I lh et co» M(tLLA D] + Clr] + CLs,L] 


+ Xib + £,,[/.D]) < Mim, + LCB. D] 

-Cliw|’.D]} < MM, + L,[B,,.D]Mi) = My. (2.32) 
这 表明 w= TORN 8' 到 自身 的 一 紧 集 , 现在 我 们 验证 了 是 
得 Clw. — ttn 万] >0， 当 AP OO 。 出 引 理 2. 1 可知 LoLf Ce.) — 
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f (zou) DD) 0,34 woo. HATA wn =T w= Tl |, Te 
出 太一 se 是 以 下 边 值 问题 的 解 . 
lw, 一 We = Elzy, in Wee) — Few sig Woe) 
+ fiz) — lz), z E D, (2. 33) 
Re[AG@) (zw, (2) uy (z)) ]=ACz), ET, 
fe (2) —wt (2) =G Tey lw Ce), rE L, 
Im[ACa;) wla d -walapI=0, JEJ. (2. 35) 
使 用 定理 1.5 与 [140] 第 二 次 的 方法 ,我 们 可 得 估计 式 
|| ze 一 ze || wm SML,, {LAr lesin) — A; Cee) Jee 
+A, (2,%,) — Ayes) jt, t+ f(z.) — fizio) D} . (2. 36) 
因此 Cw — wor] 0,24 noo . 根据 Schauder 不 动 点 定理 , 存 
EAH wed CB ,使 得 w(z) 二 了 T[w(z)], 并 从 定理 2. 3, 可 知 
wz) EW) (D) i wO EO. DOLD G 的 解 . 
C2) 对 于 o 沁 1. 当 (2. 28) 中 的 常数 M 适当 小 ,代数 方程 
(2. 29) 存 在 一 个 解 :二 Mw 之 0 .我 们 考虑 Banach 空间 中 的 有 界 闭 
4 B., Bp 
B. = (wlz) € CW), Cwe), DE Mi}, 2.37) 
使 用 类 似 于 (1) 中 的 方法 ,可 知 复方 程 (2. Men aM GRA 
fF w( ze WwW), (D). 
(3) 当 f(z,xw) 满 足 条 件 C(2. 12) ,使 用 定理 2. 3 证明 中 相 类 似 
的 方法 ,可 以 证 明 方程 (2. 1) 之 问题 G 解 的 唯一 性 . 
从 定理 2.4, 不 难 导出 (2. 1) 之 问题 F 如 下 的 可 解 性 结果 . 
定理 2.5 在 定理 和 4 相同 的 条 件 干 ,以 下 的 结论 成 立 . 
(1) 当 标 数 尺 之 入 ,复方 程 (2. 1) 的 间 题 FF 是 可 解 的 . 
(2) 当 OSKAN, Æ NK PUBAREE 2. DZ FP 
在 一 个 解 . 
(3) 当 天 <0, (2. DHA F A N—2K—1 个 可 解 条 件 . 
fA. PAR fz,w)= 二 1w|sinC1w|?) 满 是 条 性 (C2. 3) ,但 不 满足 
条 件 (2. 2) . 而 函数 
Stzyw) = [wlasne |w], p > 0.e,20 (2.38) 


(2. 34) 


= 29 


满足 条 件 (2. 3) ,如 果 以 下 条 件 之 一 成 立 ， 

(1) 9,55 

(De>1,Z(2. 28) 中 的 常数 Ms 适当 小 ,那么 由 定理 2.4, 复 
方程 (2. 1), (2, 302M G RAR we) EWO), 

aSa taR BHR. 1),(2. 38) 之 问题 G 的 解 是 
唯一 的 . 


§ 3,， 多 连通 区 域 上 椭 赚 型 复方 程 的 非 线 性 
Riemann-Hilbert 问题 


1. 多 连通 区 域 上 非 线性 Riemann-Hilbert 问题 的 提 法 


设 万 是 如 8 1 中 所 述 以 太一 2 为 边界 的 区 域 , 但 这 里 设 


PECKO<a<l). 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 认为 是 一 BA Km. H 
边界 为 D= (|z—2,|=7,},f=OlL N i D GH1l. KOBE 
由 P= runs lz2|= DRA Sea. IED, AA z 
的 一 个 共 形 映射 , 便 可 达到 上 述 要 求 ， 我 们 讨论 一 阶 非 线性 椭 轿 
型 复方 程 

w, = F(z,w,w.) + Gw), 

F = Qu, + Aw + A, + Ay, G = Blwl’, 

Q = O(z,w,w,),A; = Arw), j= 1,2,3, 

A; = Alz), B, = B,Cz.w). (3. 1) 
假定 复方 程 (3. 1) 满 足 如 1 PR RRC ERER.: 
HERR wU UEC E D AILERA 

[F(z,wU,) — Flew UD | S gju — Ul, 
{ce < Bilo) lw’, 
又 对 石上 任意 的 连续 函数 w). A 
LUA Gwl) 万] <A, j = 1.2, 
LLAD] S ks L,[B.DI<#, (3. 3) 
RE g 1), pC > 2) ,如 ; 嫩 都 是 非 负 常数 . 


(3. 2) 


«235 


问题 4 求 复方 程 (3. 1) 在 五 上 的 连续 解 w(z) ,使 它 适 合 非 
线性 边界 条 件 
RefA@)wlz)] = rz mw), x ET, (3. 4) 
此 处 14Cz) | =1 Àl) (2,0) =r, (2) ,rtz,tw) 满 足 条 件 ; 对 所 有 的 
un (2(E)) ule (OE CL) 有 


farao t] Kb Cirle) LL] S ka = E), (4. 5) 
CEEE e) 一 rz 的 ao) L] S eC Le, — wb), 
Hh tle) Beltrami 方程 

& = QE QD Kga (3, 6) 


HAER., CHER D 拟 共 形 映射 到 N 十 1 连通 贺 界 区 域 G, 使 得 
£(O=0.fCD=1,M rE CMR eM. cel) rhe 
(>0) 都 是 非 负 常数 . HARE Ase) =E Dyrleew) =0,2ET 
的 问题 4 记 作 问题 A ， 

现在 ,我 们 也 要 提出 问题 A 的 变态 边 值 问题 如 下 : 

问题 求 复方 程 (3.1) 于 五 上 的 连续 解 ww(z) ,使 它 适 合 变 
态 边 界 条 件 

Re[ACz)w(z)] = rlz,w) + hlz), 2 ET, (3.7) 

i, N+1,K2N, 


Im| AG wir)ds=6,(w) jEJ= 
af, en JE Lock 


_ Ref 2 *-"Teyw(2)ds=b,(w),j=N+20" K+, 
LjAw= Fy 


mf zi-K-WaJwte)ds=b;(w) j=K+2, =, 2K-N+1, 


KƏN, 
. (3.8) 
ZHE K=ArargaA(2)/22, PRAM A 与 问题 B MRR. MAO 
《1.8) 中 的 相同 ,而 (eo GE DREAMER uw. wel, 
有 
JED Bb) — blw) Selw, —w, |, 7E FT, 
(3. 9) 
1946 


EP bye > O) REAR. 带 有 条 件 A(z) =0.7r(z,w)=0, 
bjw) =0, jE J 的 问题 B 简称 为 问题 Bo. 

下 面 ,我 们 先 给 出 问题 8B 解 的 先 验 估计 ,然后 使 用 这 种 估计 ， 
连续 性 方法 与 Schauder 不 动 点 定理 ,证 明 问 题 S 解 的 存在 性 , 进 
而 导出 问题 4 的 可 解 性 结果 . 


2. 问题 B 解 的 先 验 估计 


5123.1 以 问题 B. 表 示 具 有 条 件 C 的 非 线 性 复方 程 (3. 1) 
的 线性 边 值 问题 B, 即 边界 条 件 (3.7),(3.8) 中 的 7Cz,w) 二 r(z， 
0) bld =6,(0) jiEI, 则 (3.1) 之 问题 B. HR w(x) 满 足 估计 式 

Clw D] < My tk, + ki CLlwl D] + ke + kito (3.10) 
3 HLM, = My (qos for as bos Ky D) po (2< pa <p) Y= ap. B= 
min(a@,1—2/p.) MAE HH RM. 

证 设 w(z) 是 (3.1) 之 问题 B, 的 解 ,使 用 定理 1, 3 证 明 中 的 
FA, =k + k CLlwl D] +4,+4,>0, We) —wle)/k, 
易 知 它 是 以 下 边 值 问题 的 解 

W,=([F(z,w,w,)+G(z,w) ]/k, 
(F+G)/k=QW,.+A,W+A,W+(A,+G)/k, 


Rel AIW (2) J =[r (ez, 0) +A] /2, (3.11) 
LAW =6,(0)/k, jEJ. 
注意 到 
LCA, + G)/k, D] < 1, C[rlz,0)/k F] <1, 
BOR SL 7 Eds (3.12) 
我 们 能 证 
Cr[W D] S M,. (3.13) 


因此 (3. 10) ata. 4 k= k + CLlwl’.D1 +24, +k = 0; 遵照 
定理 1.4 的 证 明 , 可 知 w(z) 一 0,z € 万 ,因此 我 们 也 有 (3. 10). 

定理 3.2 设 复方 程 (3.1) 满 足 条 件 忆 ,又 (3.5),(3.9) 中 的 
正 数 适当 小 ,那么 (3.1) 之 问题 B 的 解 wl ee ith 
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Clw, D] <= Mk, + ki CCl, D] + & +} (3.14) 
其 中 M:=M:lqos for ashe» K 1D) »%¥=aP,8=min(a,1— po/2), 2< 
pop - 

i Bwe) 是 复方 程 (3. 1) SMA BRERA =a + 
RBC[ lw, DI] +e +4. RR EH 1.1,03.11) 中 第 一 式 所 示 复 方 
FARE Wz) = wiz) /k RAR 

Wz) = DE? + gz), (3. 15) 
其 中 hz) pe) CORA RK =() 满 足 估计 式 
Clp, DS k Cai D] Sky, 
C,[ftz),.D] S k, CEG] S ks (3. 16) 
E G=) ky =k (Qos posko D) ,而 解析 函数 DORGAN 
件 
RE[LAMSOOHI=RUO+ AG, Lt EL= CY), 
AQ) = Agy Jen, 
RED) = riz BOO 十 pieg] 
一 Re(Az@) lolz) J), 
HO) = ale], 
LA® = b (OOH! 十 pieg] —~ Lap 
= B®), jEJ, (3.17) 
由 (3. 5),(3. 9) ACL) RCD) By (DEE SE 

CLAE, L] = ks, CLR, 0) +L] Gass 

CIRC.) 一 RE, L] S CLEO, L] (3.18) 

IBO | < As, IBD) 一 BO | S kll jE, 

此 处 ks = ks (qos poras kos D) Æ — JE th A e. 根据 引 理 3. 1, 可 得 
OCD) Br TK 
CLP, D] < Miles + CRG: P), L] + max|B D) |) 
< Mai 3k; + 2ek;C.[P,L]} (3.19) 
ZE OM,—=M, (qos Por@rkoo K DE- EMA, 只 要 正 数 :适当 
小 ,使 得 2ehsJM 所 172, 那 么 从 (3.19) 式 即 得 
= 2f = 


C.[®,D] < kM, = (3. 20) 
BRA (3. 15), (3. 16) 4103. 20) ents, 14). 


3. 向 题 8 解 的 唯一 性 与 存在 性 


定理 3.3 在 定理 3.2 相同 的 条 件 下 ,又 设 方程 (3.1) 满 足 如 
下 条件 , 即 对 任意 的 函数 wi(z) ,w(tz) ECCD) 及 U(z) El CD), 
有 
Fizsw U) — Flzytvs U) = Alz,w, sw U ) (we, — w), 
{oe — Glz,w,) = BCz,w, we.) (Cw, — we)» 
(3. 21) 
#4 LLA D]<æ, L, [B.D] <0, 2< psp, R43. 2B 
B 的 解 是 唯一 的 . 
证 设 吉 (zx),ws(z) 是 (3. 1) 之 问题 B 的 两 个 解 ， aii 
wz) =w (2) —w, e) EA PAR AR. 
w= Qw, t (44+ Bw, zE D, 
[Rmo rim sme zET, (3.22) 
LAw=6w,)—bw,), jEJ, 
其 中 
CF Cx ty Wye) 一 Fle, wt) /wes 4 w £ 0, 
-人 4w, = 0,2ED, 
A= (eee 101.) 一 F(z. u) /ws 4 wi) Æ 0, 
0,4 wiz) = 0,z€ D, 
B= eee 一 Glew.) ]/w, 4 wlz) Æ 0, 
0, wle) = 0, ED. 
然后 仿照 定理 1. 4 的 证 法 ,从 (3. 14) ,可 得 w(2d =0, A w(x) 一 
vwa(2) ,2ED. 
为 了 证 明 (3. DAA 8 的 可 和 解 性 ,我 们 先 证 解析 函数 问题 
B 存在 唯一 解 ， 
定理 3.4 如 果 (3.5),《3.9) 中 的 正 数 。 适 当 小 ,那么 解析 函 
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数 问 题 B 是 唯一 地 可 解 的 . 

证 解析 函数 问题 B 解 的 唯一 性 由 定理 3. 3 得 知 . 为 了 用 连 
续 性 方法 证 明 解 析 画 数 问题 B 的 可 解 性 ,我 们 考虑 解析 函数 具有 
如 下 带 参 数 1€E [0,13 的 边界 条 件 的 边 值 问题 (问题 B): 

Ref A(z) B(z)] = triz, E] + Reed +A), 2 ET, 

Lio = +B, jE, 
这 里 RODE) ,Bi(jET 中 ) 都 是 实 常数 ' 用 了 表示 0 委 ! 魏 1 中 
的 一 个 集合 , 即 对 于 其 中 每 一 个 1, 问 题 户 存 在 唯一 和 解 ， 容易 看 出 : 
t=O. RTA A E RAR Oe) PRAT BASH. W 
果 我 们 能 证 明了 在 Oc] 既是 开 集 ,又 是 闭 集 ,那么 可 以 导出 ， 
T= {OS 1). iy 上 一 1 ,解析 琐 数 的 问题 下 是 可 解 的 ,特别 当 
RR(z} 二 0,zET,B, 二 00jEJ) 的 问题 BODE Se 8 是 可 
解 的 . 

从 定理 3. 2 ,我 们 可 验证 了 是 osl 中 的 闭 集 , 为 了 证 明了 
E OS HAIR FEE to CU ,并 将 此 二 FRACS, 23? 中 上 的 
位 置 ,于 是 带 有 任意 函数 RL(z)E CT) 与 任意 的 实 常数 BET) 
之 问题 B' 均 可 解 . 下 面 将 证 明 : 存 在 一 个 正 数 $3, 使 得 对 的 邻 域 
Te= 1 ltt | 6,051) HEE Ae ET eB y E. 
事实 上 ,可 把 (3. 23) 改 写成 

Rel A(z) Bl 2) J—fhyr(2, B= Gt)r (eB) Rh ET, 

站 JE 


(3. 23) 


(3. 24) 
既然 co ET, RITER A R (ed CCL), PH FT ER 
@,(2) =0, FRA (3. 24 Gi © ML. A 

Gt rl2 SIRE CAT) sth, (B+ BER, FET. 
因此 对 于 以 上 式 中 函数 为 右边 的 解析 函数 的 边 值 问题 (3. 23) 存 在 
唯一 解 BEC AD). 使 用 逐次 直 代 法 ,可 得 耳 数 序列 Dae), 
?一 1;2，… 它 们 满足 边界 条 件 
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Re[A@)®, 11] tore, Prti) = tyr le D) + RU) HAC), 
zE€ TT， (3, 25) 
LAD Eob Du = (tty) by (PI +B, GET. 
从 上 述 公 式 , 我 们 有 
Rel A(z) D, -—®,) ]—t.Lr (2, 8.,,)—r(z,8,) ] 
= (t— to) [r(z,.8,) —r(z,8,_,) J+A), c€P, 
LAB. -®,) — tlb D,a) — (BI) 
= (t—t,}[6,(®,) —b(B,_1)], jE . 
根据 引 理 3.1, 可 知 函 数 D (2) — 6, (2) RIT 
Clp. —®,,DI<2M (eC. Br Pn T] |t—tole 

[有 一 各 rT] SM eC Ba BD] 

+ |t-—t eC. [pe D]. (3. 27) 
选取 * 适 当 小 ,使 得 2M e<1 Fig P= (1 — 2M e) M +12, BR 
ASHER ET = (le-te ei 01} ,我 们 有 
2M, [t — t |€ 

一 2Mie 


(3. 26) 


CLP. 41 ~~ ®, DIS Ca L, = P,- DË] 


Lco, = P,- vD], C3. 28) 


因此 c.[6,-—%,.D]+>0,2%4 nm oo, 由 Banach 空间 的 完备 性 ， 
则 知 存在 一 函数 D, (DEC. 1 C.1O,—2. ,六 ->0; 当 nn 一 
oo KO, OEM LET, 之 问题 好 的 解 ， 这 表明 了 在 sI 
中 的 开 集 性 ， 

定理 3.5 设 复方 程 (3. 1) 满 足 条 件 C, 又 (3. 5),(3.9) 中 的 
正 数 适当 小 . 

(1) 当 0<o<11(3,1) 之 问题 BES] B=c,(D) NW) D) 
中 具有 解 wm(z), 这 里 7yY=-ap,a(2 一 各 魏 记 都 是 如 前 所 述 的 常数 ， 
DER DANE RAS. 

(2934 o>1, 只 要 常数 

M; = L [AD] + CLr L] 十 2y 16,€0)| (3.29) 


适当 小 ,那么 (3. 1) 之 问题 B 存在 着 解 w(x) CB. 
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证 当 0<o<1, 考 虑 上 的 代数 方程 
MiL, [4， :D] 十 工 »LB, Dt 十 CLroCzCt)) »L] 


+ Zlo, (3. 30) 


其 中 M, BG. 14) 中 的 常数 ， 不 难看 出 :(3. 30) 存 在 崔 一 解 := 
Mi 之 0 .我们 引入 Banach 空间 CCD} 中 的 一 有 界 闭 西 集 
= {wlz) € CCD), Cw ta DIEM}, (3.31) 
任 取 一 函数 DDE B ,代入 复方 程 (3.1) 中 适当 的 位 置 ,并 考虑 
w: = F(z,w,t%,w,) + G), 
{Pew = Qlz Dw, w, + A zB) (3. 32) 
+ Alr DDT + Ase), 
由 [15]3) 第 二 章 定理 2. 5 的 证 明 方 法 ,可 知 复方 程 (3. 32 
已 是 可 解 的 ,并 下 这 样 的 解 是 唯一 的 . 用 wo STOD JERA 
(2) € B* Bl wl) RR. 从 定理 3.2， 可 得 ws) 所 满足 的 估计 
式 
Clw, DIS M, (LLA D] + LLG,D] + Cirt r] 


+ J160} 委 MM, + LB DIC[|w}".D]} 
JEJ 


。 < M.{M, + LLB, DJ]M:} = M,» (3. 33) 

其 中 M, 是 (3. 29) 中 所 示 的 常数 . 这 表明 了 把 NAS 
一 紧 集 . HT MET BB 中 的 一 连续 算 子 ,选取 8 中 任意 的 函 
BY FEAL D } ,使 得 Cle. — n D] 0,4 neo. Hew, =T Le] 
与 wo 一 T(tio) 相 减 ,可 得 ww 一 ws 所 满足 的 复方 程 及 边界 条 件 


(w, 一 Ww) = F (2, ve, rin sag) ~ F (2, wo st Wos) 


+ Glz,%,) — Gir)» (3, 34) 

RelA) (te, — wY] = rlz,w,) — rizsun) + Ale), 
z€T, (3. 35) 
LACw, 一 wo) = blw) — bw). j ES, (3, 36) 


根据 定理 3. 2, 可 知 wx 一 to 满足 估计 式 
C,[w, — Wy D] = M, {L, [F iw siy Woe) -= F(z ,rw pity s Wo) 
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+ Glz) 一 Glz) D] 十 26Cr[zw — w IJ}, (3. 37) 
JX BM, =M, (qos forkon K DRAB RM. AREK 4h, 
使 得 2eM1 达 1/2, 则 从 (3.37) 可 导出 

Criw —wo DIS2M Ly LF Ce, wo vy Woe) — F(z rwo so Woe) 
+G(2,8,) —Glz,%,),D]}. (3. 38) 

因为 我 们 可 证 

Ly, UF Czy to, Wee) 一 F(z ,to Dor Wee) 

+ Gir) — Glz, T) D] +0, n+ oo, 
故 Clun wn D]—>0, 4 noo ， 这样 ,由 Schauder 不 动 点 定理 ， 
则 知 存在 一 函数 wle), EB el = Twt) ], RR wlz}) 就 
是 复方 程 (3. 1) (0 过 a 过 1) 之 问题 BR. 

BF o>l 的 情形 ,只 要 (3. 29) 中 的 常数 M, 适当 小 , 则 代数 
方程 (3. 30) 存 在 一 个 解 =M 0. 考虑 Banach 空间 CD) 中 的 
一 有 界 闭 凸 集 

B, = {w(z) EC 万 ) Clw, D] S Mets» 
使 用 类 似 于 前 的 方法 ,可 证 复方 程 (3. 1) 之 问题 B FEIE w) 
€B.. EM 3.5 证 毕 . 

从 上 述 定 理 , 我 们 可 以 导出 复方 程 (3, 1) 之 问题 4 的 可 解 性 

结果 ,如 定理 1.6 中 的 (1),(2),(3) 所 述 . 


$4. 二 阶 非 线性 椭圆 型 方程 的 
Poincaré 边 值 问题 


本 节 中 ,我 们 使 用 $1 一 $3 中 的 结果 ,讨论 二 阶 非 线 性 椭圆 
型 方程 的 Poincaré 边 值 问题 ， 

1. Poincaré 边 值 问题 的 提 法 

如 在 §3 PARR DEAT = Sr, 为 边界 的 N+ 1 连通 
区 域 ,但 这 里 TE C30 < 之 < 之 1), 我们 考虑 二 阶 非 线 性 椭圆 型 方程 


a 31s 


的 复 形式 
Ua =F 2th teste Gru stin), F= Rel Qua tA] 
(EtA :=A | Uz |°+ As E | Q= s y tty they) + (4. 1) 
A= A; CE, tes ty) j=1, 55yAg=Agl2), 
其 中 eor WREAK. BETE. DRAM PRE. 
ARC’ DAR QO usw U), Aeruw) l j=l MF 
D LEBER MAR ule) woORERH A U o ELD) 
HE D ATN, HER 
LA en) D] S ko j= 1,2, LLA D] <4, (4.2) 
此 处 por P(2<pr<p) shook: 都 是 非 负 常 数 . 
2) 上 述 函 数 对 几乎 所 有 的 zE D, UEC 关于 w,wED 连续 ， 
并 设 Q=0,4,=00j 二 1,2,3); 当 zDD . 
3) 方 程 (4. 1) 满 足 一 致 奖 圆 型 条 件 , 即 对 任意 的 实数 uo. BH 
wU Un Æ D 内 几乎 处 处 有 
[Fiz u,w,U,) — F(z,u,wU,) | 和 gl —U,{[, (4.3) 
这 里 gut 过 1) 是 非 负 常 数 ， 
OC ws SER LH uo BR ue 
[Gru wu) | = Bie) |a.|° + Blzdlal', z E D, (4.4) 
此 处 
L,[B,, D] = ¥, < œ, j =1,2, (4.5) 
其 中 总 k BLE Th RK. 
现在 ,我 们 提出 方程 (4. 1) 的 Poincaré 边 值 问题 . 
CMP 求 方程 人 4. DE DEREZE ule) HEF 
边界 条 件 


a + ea, (z)u = 2a, Cz) , Bl Re [AC 2), ] + ca, (de = alz) zE, 


(4. 6) 
Et» BIR C=—aD 的 每 点 上 的 容量 ,A(z) 二 cos(y,z) —icostv, 
yal) a ( DREAM EAH 
COG), ©] <2, Cleat) oT skh, Catz) T] sk, 
(4.7) 
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这 里 e(>0) ,al 1/2<a<1) kook, BIE HR. 

如 果 cos(ven) =0,a,=0,2E r AE n E T HINER ME HE 
么 问题 已 是 Dirichlet 边 值 阿 题 (问题 DD. OF cosina) = l,a = 
0,zE 卫 ,那么 问题 P 是 Neumann 边 值 问题 (问题 N}、 如 果 cosir, 
n)>0,a,2:0,2E r ABA FRR P 是 正则 斜 微 商 问题 即 第 三 边 值 问 
题 ( 问 题 O). 整数 


K= 去 Araregh(z) (4. 8) 


叫 作 和 问题 P 的 标 数 , 当 标 数 多 <-0, 问 题 P 可 能 是 不 可 解 的 ,而 当 
K>0, 问题 己 的 解 不 一 定 唯 一 , 因此 我 们 考虑 回 题 PP 的 如 下 变态 
HERE. 
ao 求 复方 程 

w, = Flz,u,w,w,) + Gizuw), 

F = Re[Qw, + Aw] + tA + Ass 

G = A lwl" + Alu], (4.9) 
在 万 上 的 连续 解 [w(zy,za(z)]* 使 它 适合 变态 的 边界 条 件 

Re[ACz)we)] + ea (zdu = atz) + Ale), z ET, 4.10) 

和 关系 式 


#(z) = aRe| [ws) + > d 


ide |+ bo» C4. 11) 


RE ad G= e NM) 都 是 适当 选取 的 实 常 元, 使 得 由 (4. 10) 中 积 
分 所 确定 的 函数 在 D 内 是 单 值 的 ,又 (4. 9 中 的 22z) 古 待定 函数 ， 
如 (1.8) 中 所 述 ， 此 外 ,当天 六 0 我们 可 要 求解 wlz) 满 足 点 型 条 
ft . 1s, 2K —N+1],K2N, 
Im[Ata))w(a;) 5, JES= 人 
(4,12) 
此 处 ED G=1, NaET G=N+1 2K -N+1, KS 
NORBERT 51(j€E J 都 是 实 常数 ,满足 条 件 
lal Sks JEJ tH Id, (4, 13) 
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这 里 为 是 非 负 常 数 ， 
2. Poincaré 边 值 问题 解 的 先 验 估计 


首先 ,我 们 给 出 复方 程 (4. 9) 之 问题 Q@ 解 的 先 验 估计 式 . 
定理 4.1 假设 方程 (4. DMBAKFC'.M A, 二 0,z€ Da = 
DELIA. DZER Q Rwa) ,utz)] 满 足 和 居 计 式 
Ce[wt{z),D] + Colui) D] < Mk’, (4,14) 
L Clw] + lel D] S M,k", (4. 15) 
ZE 8 = a] 一 2/po) ,2 之 po S PM; = Mj (qorPosko A,K+D), 
J=1,2.8° = ki + k, + k + ki CEhelj, D] + &CLle|", D]. 
证 注意 到 定理 中 所 述 问 题 Q HR w), uO EFE 
方程 与 边界 条 件 
w, — Re[Qw,+Aw]=A,+G,zE€D, (4.16) 


Relilejw] = ale) + A(z), 2 ET, (4, 17) 
Imita pwa] = bp jE. (4. 18) 


依照 [140] 第 二 章 中 的 结果 或 定理 1. 3 的 证 法 ,可 以 导出 w(z) 所 
REM HR 
Clwt), DI < Mk., (4, 19) 
L, Clu! + leo} D] S Mk., (4. 20) 
此 处 B= all —2/ po) M; =M; Qo» forkosa KD) j=3,4, X È, = 
4 +4,+k&+L,[6. BD]. W411) ,我 们 有 
Clute), D] < MC, [wlz),D] 十 而 ， (4.21) 
Lp Lu 万 ] <MC,[wlo.D) +h, (4.22) 
EP M:=M: p DIBIERAR. AS BRAM: 
LGD] = LB, ;DICL læ D] + LB; D] 
“Cllal D] & k CElwj D] + kCLjui D] (4.23) 
FRG (4. 19) 一 (4. 23), 便 得 估计 式 (4. 14), (4. 15). 
定理 4.2 设 方程 (4.1)? 满 足 条 件 C" ,又 (4.9),(4.10) 中 的 
正 数 适当 小 , 则 复方 程 (4. 9) 之 问题 Q 的 任 一 解 [ro(z) ald] 
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足 估 计 式 
C,[w(z),.D] + C,[utz), D] < Mek. (4, 24) 
LyLlwel + lwel D] + Lp Cu D] S Mk, (4.25) 
这 里 B: pork" 均 如 定理 4, 1 TH TE M;=M, (qos poskosasK yD), 
j=657. 
证 容易 看 出 :[rw(z) ,uCz)] 是 以 下 边 值 问 题 的 一 个 解 . 


wi— Rel Qur +A,w]=sAuwtA,t+G, zED, (4, 26) 
Re[ACz)w (2) ]= —ea, (z)utaled+hte), zET, (4.27) 
Im[ACaj)ela))J=4,, jE. (4, 28) 


根据 (4. 19) ,C4. 20) ,我 们 有 

Clwt) D] S M, {a, + ekoCsLu, D]}, 

L, Clw] + we.) DIE Mik. + ekoCaLu D], (4,29) 
进而 由 (4. 21) 一 (4.23), 可 导出 
Calw D] S Mi{k’ + kM: Celw) D) + 6]}, 
L,,Llwel + [wl D] << Milk" + 二 [MsCo(w(z) D) + kT. 

(4. 30) 

选取 正 数 < 适当 小 ,使 得 1 一 加 MiMs>> 二 ,那么 从 (4. 30) 的 第 一 
式 , 可 得 


Clute) ,D] < GE See 

联合 (4. 21),(4. 31) ,我 们 有 

C,[w(z).D] + Calu D] < [1 + (1 + MOM le = M's 
(4. 32) 

这 就 是 估计 式 (4. 24). 至 于 (4. 25) KARAM C4. 22) 及 (4. 30) 的 

第 二 式 导 出 , 即 

Lp Llw) 十 liwl D] + L, iu D] 

< Mik” + sk [A, + M;Cplwl), D)]} + MC,[w(z),D] + k 

< [1+ 1 + kM, + MM + kM, Jk" = Mk". (4. 33) 


= 35+ 


= M,k*. (4.31) 


3. Poincaré 边 值 问题 的 可 解 性 结果 


我 们 先 证 明 一 个 引 理 ， 

引 理 4.3 H Glzru w) REA C PRM RE, O i 
G=G[z uz) swile) 1 iF W E OS SE ER ST G: Le lz) wl te 
C(D) XC(D) +L, D HSH . A 

L,EG(2,u(z) wiz) D] 
< LLB D](CGe,D)} + LB DCD], (4.34) 
这 里 pl 之 2) 是 常数 . 

证 为 了 证 明 由 GG=G[zwwlz) ,rw(z)] 所 确定 的 映射 G:C0D) 
XKCD) +L, (本 ) 是 连续 的 ,我 们 任意 地 选取 函数 序列 {w(xz)}， 
{vw Ce)} (Cz) ,rw (2) ECD n=0,1,2,"") ,使 得 

Cle, — uo] + Cle, — w, D] — 0,4 n— co, 
FH AAE c =G Cuns w) -Gleru rw) RAAHE : 
Lp [en D] + 0, 1 n — co, (4, 35) 
RH2<c psp. FKE, BAC ,可 知 c ED ALPA 
F 0, 于 是 对 任意 足够 小 的 正 数 save FEDARTE D. 5—E 
和 整数 六 ,使 得 measD, < 与 |c | 二 xE DN\D,, 当 nn 之 N， 由 
Holder 不 等 式 与 Minkowski 不 等 式 , 我 们 有 
L,,[ensD] < Ly fc ] + Lp Len DND. ] 
S L, [G2.u,,w,) — Glært) D, | + &CmeasD)'/% 
S LLB wl’ + lw ), DD. 
+ En [Bata Cla + [wo |"), D. J 十 em 

< Moe 3 Ly, [B,C2),D.] + arn = e, (4, 36) 
此 处 Me=supzs {CT lwo]? „D]+CLle, |D] p: 是 一 正 数 ,满足 
2< pos pi<cmin(p,1/(1—a))s p= popi/Cpi— pod. AECA. 35) 
成 立 . 

而 不 等 式 (4. 34) 显 然 成 立 . 
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定理 4.4 在 定理 4.2 同 祥 的 条 件 下 ， 

《1) 当 0 之 o,T 之 1, 复 方程 (4.9) 之 人 疝 题 Q@ 具有 解 Lw(z)， 
ulz) ] P wid ule) CW) CD) ,porp(2 之 po 之 p) 都 是 如 前 所 述 
的 常数 ， 

(2) 当 minto, >l, HEKE 


M, = LLA: D] + Clar] + >} |6{ 4.37) 


JES +107 
适当 小 ,那么 (4. ZAM Q FESR wlz) ,wlz)], 这 里 wle), 
utz) EWL (D). 

(DWE Filzrsusw w), Gliz usun RES. dE 
wz) se (2 EC(D)S UD ELD 有 
Fiz, w U) 一 Fz st U) 
= Re[A iw, — w) ] + Alu — m), 
Glz,u).w,) — GZs izs wg) 
= Blw, — w) + Ba, — we). 
其 中 ABEL (万 ) ,7=--1:2, 那 么 复方 程 (4. D AEQ ELSA 
一 个 解 . 
证 (1) 我 们 考虑 1 的 代数 方程 
Mik HAr +E +h +a} =2, (4.39) 
HERE ki kek, oR, ako IMA. 2). (4.5), 04.7), Ct. 13) 中 所 述 的 非 
负 常 数 , 因 0 过 o,f 过 1, 可 知 (4.39) 存 在 唯一 解 1: 一 Ms 之 0 .我们 
引入 Banach 空间 COD) XCeD) 中 的 一 有 界 闭 西 集 BPR 
[ez ,nu(z)] 均 为 满足 如 下 条 件 的 函数 组 : 
Clwtz),D] + Cieto D] < My. (4, 40) 
{ER MIR BRA Lele) ,azCz)j€ B" ,并 代入 复方 程 (4. 9) 与 边界 
条 件 (4. 10)7 中 的 适当 位 置 , 可 得 
w= Fz.uswst ssw.) +G Bi) E= Re[ Q(B) a, 
-HA lrt jw] tH eA Lzan mut A zy), ED, (4.41) 
Ref lejo] == — én lotta ch(z), ET, (4. 42) 
根据 定理 1.5 的 证 法 ,可 证 复方 程 (4. 41) 带 有 边界 条 件 (4. 42), 


737 = 


(4. 38) 


(4.12) 5X RAG. 11) 之 问题 @ RAEL) ,utz)j] ,并且 这 样 
的 解 是 唯一 的 . lw el =T Le, am ALS Ce) (2) € B Dl 
Lwie) satz)] 的 映射 。 注意 到 
L,{eAusD] & eM okos C.L— eau. DT] EM ky, 
只 要 选取 < 适当 小 ,并 由 定理 4.2, 可 得 
I{ xe | wy cD) + llat Wa (D? < Maik tk +k + £,{G,D]}} 
< Mulki + & +k + LLB DICl|S|",D] 
+ LLB DICLIzl', D4} 
My ik, + k + hy + ki Min + 2 Mich = Mi, (4.43) 
RB Mi = My (qos Por hoa K DEAE M K M. A. Tle. ae 
B' 映射 到 自身 的 一 紧 集 . 余下 ,我 们 证 明 工 是 B* 中 的 一 连续 算 
F. 为 此 ,选取 任 一 函数 序列 [ 匣 ,Kz) (2) JE B n= 二 0,1,2,"…， 
使 得 
CH, — E D] + Cla, — Dl- 0, 1 n- oo (4.44) 
由 引 理 4. 3, 可 知 
L, [AJ <1 i,) 一 Aj( 25% 5%} 万] 一 00 一 1 ,5), 
noo, (4. 45) 
WH Lee. ou, = TLC, vit, ) + [ze vus =T 5o] 相 减 , 可 得 


Cw, — Wk = Fx 5ttns We sins Ün p War) — FCE ytho s Wa s iio sy s Wyn) 


HG lasin) — GER tig Wy)» 2E D, (4. 46) 
Re[ACz) (re, —we) |= — ea (2) Gi, — i HAC), zET, (4. 47) 
Im| Aaj) Ge, (aj) — wr, (aj) J=0, JEJ . (4. 48) 


仿照 定理 4. 2 的 证 明 ,可 导出 we, (2) — en (2) RA TK 
J] ton 一 ro 月 wm + 一 wo Wh DO) 
<= M oiL [RelA (eR) — Ay (erty sig) wy + OCA, (21%, tt) 
一 Azz tig sig) ty + GC x,t, i) — Gzip) D] 
+ CL ea, (2), — %),T)}, (4. 49) 
这 里 Muo Miz (gos porkos a, KD). (4.44), (4. 45) 及 上 式 , 便 
可 得 


3 省 。 


Clw, — wi, D] + Ciu, — uo, D] — 0,14 n— co. (4.50) 
根据 Schauder 不 动 点 定理 ,存在 一 函数 组 Lvw(z) (DIE B, E 
lw.ul=Tlwou), A wie) ua EW (CD), i ele) ,utz) TE 
是 复方 程 (4.9) 之 问题 @ 的 解 . 

(2) 当 min(e.7)>1, WMR. 37) 中 的 常数 M, 适当 小 ,那么 代 
数 方程 (4. 39) GF EE-E t= M. So. 我 们 考虑 Banach 空间 
CCD) XCD) hh AFA GS: 

B, = {wiz} ul) € C(D), Clw, D] + Cle, DI < My}. 
司 用 前 面相 类 似 的 方法 ,可 证 复方 程 (4. 9) 之 问题 Q@ 其 有 和 解 
[wle ,ute JEB. HH wiz) wl) EW CD). 

(3) 当 Flz,a wow.) Glz usu) DEERE. 38) ,我 们 使 用 定 
理 4.2 的 证 法 ,可 证 (4.9) 之 问题 @ 至 多 有 一 个 解 . 

定理 4.5 在 定理 4.4 相同 的 条 件 下 ,方程 (4.1) 之 问题 已 有 
如 下 的 可 解 性 结论 ， 

(1) 当 标 数 KSN HEG DZIE PAN 个 可 解 条 件 , 当 
这 些 条 件 满足 时 ,问题 P 的 通 解 包含 2N 一 六 十 2 个 任意 实 常数 ， 

(2) 当 SKN, (4,1) 之 问题 P 有 2N 一 KK 个 可 解 条 件 , 当 
KERER, HEREA 天 十 2 个 任意 实 党 数 ， 

(3234 天 <0,(4.1) 之 问题 已 有 2 一 2 天 一 1 个 可 解 条 件 ,而 
当 这 些 条 件 成 立时 ,其 通 解 包含 有 一 个 任意 实 常 数 . 

证 将 复方 程 (4. 9) 之 问题 名 的 解 [w(z),zkz)] 代 入 到 边界 
条 件 (4.10) 与 关系 式 (4. 11) HGH PH Az) =0, Bl 有 二 0， 
j=l; NK, 4 SKAN ,h=0,j=0,1 1, N, hi =0,m=l, 
"K1: 4 K<0,UR di=0,j=1 4 NAL IB O BE 
w(z) 二 mw ERG. 1 之 问题 己 的 解 ,上 述 等 式 的 个 数 恰 是 问题 P 
的 可 解 条 件 个 数 . 另外 ,关系 式 (4, 11) 中 的 常数 名 与 点 型 条 件 
(4.12) 中 的 刀 (jE€E7) 是 任 给 的 ,这 正 是 定理 中 所 述 通 解 中 所 包含 
的 任意 实 常数 的 个 数 . 
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8 5. 二 阶 椭圆 型 方程 组 的 一 些 边 值 问题 


本 节 中 ,我 们 将 用 前 面 所 得 结果 讨论 二 阶 椭圆 型 方程 组 的 一 
些 边 值 问题 . 


L 二 阶 机 圈 型 方程 组 边 值 问题 的 报 出 

如 在 §4 中 所 述 , 设 DD 是 复 平面 C 上 的 十 1 连通 有 界 区 域 ， 
其 边界 二 SPE C2(0 过 a 之 1). RABID 
方程 组 的 复 形式 , 即 


Wa = FÈ(2,W WesWasWa) + GLZ W WW) s 
F = Qu, + YW + Aw, + Aw, + Aw + As 
G = A; jw, |" + As|@, |" + A wl, (5.1) 
Q; = Oe, ww, tt, Wers Wa) j = l2, 
Ay = Aw, WwW) = 1,0,7, A = Az), 
其 中 o,r,7 都 是 正常 数 . 假设 复方 程 (5. 1) 满 足以 下 条 件 ， 
AHC DER Q, w, eesti UV CGH 112), Alor ws 
ws) J= 1.0 o T) MERA ES By hw (x) a PT A A 
Ulz) ,VC2)EL CD), 在 DD 内 可 测 , 且 满足 条 件 
L,[A,(z, ww, 5) D] S kii f= lsd, (5.2) 
这 里 pos pC2< pop) ,名 (j 一 0,1,2,3) 都 是 非 负 常数 . 
2 上 上 述 函 数 对 几乎 所 有 的 z€ DU, VEC 关于 ww: 而 :人 局 
连续 , 且 Q,=00j=1,2) A= 0G, T) D. 
3) 复 方程 (5. 1) 满 足 如 下 的 一 臻 椭 图 型 条 件 , 即 对 任意 的 w, 
ws Ui VIECG=1,2) 46 D AIL FRA 
| FCz,w,w,,,,U VD — Fiz ww, WUV) | 
Sal —U*] 十 ga Vj, (5. 3) 
此 处 9 (F=1,2 gte ADRIEAN 
4) 0459 BR we) ECD) Gz, wow, DERE 


. 406 


|GCz yw ste, 0) | SSB, Cz) | wel? + Bp Cz) [He HB [ws (5. 4) 
这 里 0.7.7 都 是 正常 数 ,而 B;(z) (j= 1,2. DE 
L,[B(z).D] EL, f= 14253. 
Hak, p2), ki kh + 后 都 是 非 负 常数 . 
现在 我 们 提出 复方 程 (5. 1) 的 一 个 边 值 问 题 . 
问题 4” 求 复方 程 (5. DED LHRH RE w(z) ,使 它 
适合 边界 条 件 
Re[A, (2) wi] = alz Er, 
Reine, +a (zw) =a(z),2E97, 
EP A) f=1,2),0(2 = 0.1, DRE EMM HERE 
CUA I Sho C2 La, TSE, j=12,C La Tk, (5. 6) 
此 处 af 1/2<a<l1) is 都 是 非 负 党 数 ， 
记 


(5. 5) 


K, = 去 Arargh(z)， 了 一 1,2， (5.7) 

并 称 (KK HK) A 4 的 标 数 ， 一 般 地 说 ,复方 程 45. 1) 的 问题 

4 是 不 适 定 的 , 即 或 者 它 不 存在 解 ,或 它 的 解 不 叭 一 ,因此 我 们 给 
出 问题 4 "的 变态 适 定 提 法 ， 

问题 下 求 复 方程 (5.1) 在 五 上 的 连续 可 微 解 wa) EE 


适合 变态 的 边界 条 件 


in A (2) w) ] = a2) $469.2 EP, (5.8) 
Re( 1, @u, + alw] = aD + hte) ss ET, 
其 中 

0,z 仁 古 , 当 K,;2N, 

hy ze lk =l NK; 

meee" j z O<K,<N, 

0,2€ Tk =N—-K; +l, +1 
hi(z) = hg st Tsk=l, oN, 


(5,9) 
“Kyo! ME K<0; . 
hotRe >) (hitin) ED 


mm] 


了 一 1,2， 


此 处 halk=0,1, =, N) AR Gn l, Kj —-1,K; <0, j= 1,2) 
都 是 待定 实 常数 , 此 外 , 当 KK, 之 0G= 二 1,2) ,我 们 可 要 求解 woi 
足 点 型 条 件 ， 

Im[A, a) wlat] = bu, 

Im [A (ay), (ay) + atawi] = by, 

TE 

J N—K,;+1,5,N+1,40<K,;<N, 

这 里 aE e, N) ag CP R=N+1,°,2K;-N+1,K,2 
NN,j 二 1,2) 都 是 不 同 的 点 ,而 ba(kEJj,j 二 1,2) 都 是 实 常数 ,满足 
条 件 


(5. 10} 


>) [eal Shs (5.11) 


RES im 1.2 


此 处 ks 是 非 负 常数 . 带 有 条 件 A;=0,zE Dae) =0,2E LF b= 
0,kE/;,7=152 的 问题 B" 简 记 为 问题 B。 : 
2. EHS B° 解 的 先 验 估计 


首先 ,我 们 给 出 复方 程 (5. 1) 之 问题 B' 解 的 一 种 表示 式 . 
定理 5.1 设 复方 程 (5.1) 满 足 条 件 C. ,那么 复方 程 (5. 1) 之 
问题 B* 的 解 we) (ws 一 pC(z) EL, (D) ,2 之 po 所 p) 具 有 表示 式 


w(2)=X(z)-+Hp,Ho= = q inj | eorder, 

1 He (5.12) 
X =6 @)+476,(2)4+5,@) 6 (2)=—=_| ha, 

2AR1Jr 一 并 


内 的 解析 函数 ,而 (zx) 是 号 内 的 调和 复 变 函数 ,@(z) FX (x) 满 
是 边界 条 件 

Re(A, (2) (X@)+ Ap) =a (2) +h, (zs 
人 De (2) +Te)]=—Re[a,(z)w]-+h (x), 
与 点 型 条 件 
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z6, (5. 13) 


Im| A(z) (Xz) +Hp)] | a, Ou kE, 3 
[rr +Tp)] | ema, — Im [ala wla) | toy E Jy. 
(5.14) 
证 将 问题 BOR eORARHEG. 1) ,并 将 此 复方 程 写 
成 
Wa = plz), plz) € LD), (5.15) 
FRA 
w, = z) + Tp, (5.16) 
注意 到 w, 满足 边界 条 件 (5, 8), (5. 10M BOX, A He k 
P (z) 满 足 (5. 13), (5. 14) 的 第 二 式 ， 从 (5. 16), 我 们 又 可 看 出 
wlz) 具 有 表示 式 
wa) = #2) + Tz) +TTp, (5.17) 
HF 6, (zx) 是 DD 内 的 解析 函数 ,又 


了 元 5 一 da, — dy _ 2 _t 

TTo- 4j Wo] ,5 5 ,ln |1 — PCa 

-去 | 二 w|i fase] H- E], Ea, 
(5.18) 


因此 我 们 有 表示 式 (5. 12), PX Ce) EF 5.13), 
(5. 14) 的 第 一 式 ， 

定理 5. 2 假设 条 件 C 成 立 ,; 义 G=0,zE€D, 且 (5. 2), 
C5.3),(5. 人 中 的 go obi ,8&8 都 适当 小 ,那么 复方 程 (5. 1) 之 问题 B* 
的 解 ww(z) 满 足 估计 式 

Siw = Cwi), D] < Mk‘, (5.19) 

Sw = Ly ijwa! + |wel + Esl D] S Mk", (5. 20) 
这 里 Y=af , B=min(a,1—2/ po} 2< pep M; =M; Q s porkosas 
K,D)(j=1,2) MEF MR k" Shs thi ths. 

证 BARE 的 解 w(z) 代 入 复方 程 (5. 1) 与 边界 条 件 
(5.8), 《5.10), 容 易 看 出 wlz) 满 足 复方 程 (5. 15) 及 边界 条 件 
《5. 8),(5. 10) 的 第 二 式 , 即 


Wa Q Wna Arw, SAF Ay, A=, + Ao. + Aw, ED, 
《5. 21) 
Re[A, Cz) w,]=rlz) ta; (2) +h, Cz) 7 (2) = —Rela(zdw] zE L, 
<5. 22) 
Im{A, (a, Jw, (a) ]=si tous s= — Imla lawa] kE J. (5. 23) 
仿照 定理 1. 3 的 证 明 , 我 们 可 导出 边 值 问题 (5. 21) 一 (5. 23 
w. 满足 估计 式 
Clw. D] <= Mk., 《5. 24) 
L,,[ lms! + iwal D] S Mk., (5. 25) 
At Y, ps WAPE k, = k, +k, +k + LLA D] + CLr r] 十 
D sl， M; = My(qi pokoa KDG = 3,4) 都 是 非 负 常数 . 又 


hed, 
we) 满足 复方 程 (5. 16) 与 边界 条 件 55. 8), 65.10) 的 第 一 式 ,我 
们 可 得 估计 式 
C,[w(z),D]<& Mk.., (5. 26) 
L, Clwst + w| D] S Mk... (5, 27) 
Wk. Sk +e tL, [ee Dik ths t+ Mak.. BAG. 15) 与 
(5. 8) 的 第 一 式 , 可 知 we. 是 以 下 边 值 问题 的 一 个 解 ， 
(O).= plz), zED, (5, 28) 
Re[A, e)z sm] = —Re[A, (Ce) (se, + Au w J 
at hz 人 El, (5. 29) 
而 @—=X.47Tp 满足 
Cel D] = MM., + Mka + La Ce, D] + &)}, 
(5. 30) 
此 处 Dog D HE HE — FA SM =M: C porako Ds Do). FEA 
计 式 
CLD. DIEM Lp, Loe, Dth + Mk, Mika? 
Me {Mk 二 二 MR +Ms( Mak. 十 十 Rs) }, (5.31) 
L, Loa DISMAL, eD] +H + Mk. +M;&£,.} 
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<M, {Mk +k + Mik, +Ms(Mik. thy ths?) (5. 32) 
3X OM; =M; porkosask D), j=8,9. RAS. 24)—(5. 27), 
(5. 31), (5. 32) ,我 们 得 到 
Siw Sw Mt MOR, + CMet Mo) (Mik. th HMak, 
HM: (Mak. +h ths) } + Ms (Mak. tht kM olke +h") 


<M, (2k + L,[A,DI+C0.0]+ Sisl+ $ seal} 


aS, RET ej l ed 
K My 2k" + gasrw + Ck + &)Siw}, (5. 33) 
其 中 Mo= Milqi» porkosts KD). 选取 (5. 2).(5. 3), 65. 6) 中 的 
FEAR qk koi 4S AAA M olg thi the) 21/2, KG. 33), 即 
得 
Siw + Syw < 2M ok" [1 — Molga + 4 + 4:3), 
这 样 , 便 知 有 估计 式 (5. 19), (5. 20. 
定理 5.3 设 复 方程 (5. 1) 满 足 条 件 C,, 叉 (5. 2), (5.3)， 
(5.6) 中 的 ga ,入 适当 小 ,那么 复方 程 (65. 1) 之 问题 B' A fee? 
满足 估计 式 
Sw = Ow D] <= Mik", (5. 34) 
Sw = Ly [lwal + [wal + lal D] S Mak", 5,35) 
其 中 下， 一 站 HLC w DIH, DIHAL DFY, 
Dok” 如 定理 5， 2 中 所 述  M,—M fq, sorkar, K D} Cj=11 „1298 
是 非 负 常数 
证 容易 看 出 :tw(z) 是 复方 程 
Wa — Qwea — Aw, = Q, Wn + Ao, + Aw + A, +G 
(5. 36) 
于 五 上 的 连续 可 微 解 ,并 满足 边界 条 件 (5, 8), (5, 10), RIERA 
G(z.w.w, 过 .满足 
LEG w ster D D] S LEB DCCw., DF 
+ LCB: DIC D + L,[B;,D](Ctw,D)F 
L k [Cewe DO + k EC D] + k [Clw D], (5.37) 
这 里 p>? . 根据 定理 5.2, 便 得 估计 式 (5. 34), (5. 35). 
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3. 问题 8 与 问题 4" 的 可 解 性 结果 


定理 5. 4 如 果 复 方程 (5. 1) 满 足 条 件 C, ,其 中 G=0, 又 
(5. 2), (5. 3),《5.6) 中 的 常数 gz,h ,适当 小 ,那么 复方 程 (5. DZ 
问题 B' 存在 着 一 个 解 wz) € B=C'(D) NW D 12<poSp ， 
证 依 角 定理 5.1, 邵 困 我 们 求 得 积分 方程 
pz) = Flr,w, w, Re Hp, Ra + Ep) (5.38). 
的 一 个 解 (2) EL, (D) CAS P wa =X HHR 
EAR wkz) 正 是 (5.1)( 当 G 一 0) 之 问题 如 "的 一 个 解 . 为 了 求 出 
积分 方程 (5. 38) 的 解 etz) ELD) ,我 们 引入 Banach 空间 已 (万 ) 
中 的 一 个 有 界 开 集 Bu ,其 中 元 素 oe) D 内 的 所 有 可 测 函 数 , 满 
足 不 等 式 
L [Lp(a) DD] <M = Mk +1, (5. 39) 
此 处 M;,&' 都 是 C5, 20) 中 所 示 的 常数 . 我 们 任 取 一 函数 P(z) € 
By ,并 构造 如 (5. 12) 中 的 积分 Hp, 然后 求 出 如 (5. 12? 中 所 示 的 范 
数 区 (Cz) ,使 得 wl) = X(2) Hp 满足 边界 条 伴 (5.8),(5, 10), 将 
函数 wx) Xu Xa RABIA EG. 38) 中 适当 的 位 置 ,由 压缩 映 
射 原理 ,可 求 得 积分 方程 
E DAF eww D Xa tip ,Rt Ho), OSL (5. 40) 
的 唯一 解 p’ (2) EL, (D). 用 0” =S( ep, ARAM p EL, (万 ) 到 
p"(z) 的 映射 . 由 估计 式 (5. 20) ,函数 p (z) 满 足 不 等 式 (5. 39), 
即 p' Ce) E Bu. 设 Bo=BwX[0,11; 我 们 可 验证 p' 二 SCp,) 满 足 
Leray-Schauder 定理 中 的 三 个 条 件 : 
〔(1) 对 每 一 个 有 E [0,1],o" =S(e,k) ERB Banach 空间 
忆 ,( 万 ) 到 自身 , 且 在 如 上 是 完全 连续 的 . 此 外 ,对 p(z)€ Bu So, 
上 ) 关 于 &E [0,1] 一 致 连续 ， 
《2)? 当 有 一 0, 从 (5. 12) 与 (5. 38) ,容易 看 出 ;p' (2) =S(p,0)= 
X(z) € By. 
C3) 从 (C5. 20), 可 以 看 出 ;p" (Cz) = SC pk) (ORR 1) HEIR 
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aByu=Bu\Bu ERAR. 

因此 ,由 Leray-Schauder 定理 ,可 知 积分 方程 (5. 38) k= 1 
时 具有 解 ptz) € Byx， 故 如 (5. 12) 式 中 所 示 移 函数 ww(z) 二 XX(z) 十 
Ho 正 是 (5.1)( 当 G=0) 之 问题 B' 的 一 个 解 . 

定理 5.5 假设 复方 程 (5. 1) 满 足 条 件 C, ,又 (5. 2),(5. 3)， 
5. 6) 中 的 常数 Ga ky ,起 适当 小 . 

(1)240<o,r,9<1, 9065. DHR OB 存在 着 解 wtz)E€ B= 
CD NWG D) AE po 2< po p) IE HK. 

(2924 mintes, p > 1, BBR 

Ma = L,[A,.D] + eee + >> l (5.41) | 


RES si lsd 
适当 小 , 则 (5, 1? 的 问题 BAAR wEB. 
证 (1) 考 虑 1 的 代数 方程 
Mik +o the + Bet DC aT] 


+ > {bal }=t, (5. 42) 


由 于 0<o,r,7<1, 可 知 (5. 42) 存 在 唯一 解 :二 Mi 之 0 . 现在 引入 
Banach 空间 CDPHE RAGA BS ,其 中 元 素 w(z) 是 满足 条 
件 
C'Lwlz),D] <M, (5. 43) 
的 任意 函数 . 任 选 一 函数 W(z) CB RA Fle wou Wer We» 
Wg) 十 Glz,w,w; 友 :) 中 适当 的 位 置 ,并 考虑 复方 程 
Wa = FW, De W WW Wara) 
+ Gz,W.W,,W,), (5. 44) 
其 中 
F = Ow. + 0,0. + Aw, + Am, + Ayo + Ar, 
Q; = Qe, W WW, ws.) = 1525 
A, = AfdzsW WW) j = 1125354. 
仿照 定理 5, 4 的 证 明 , 可 求 得 复方 程 (5. 44) 之 问题 B* 的 一 个 解 
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wlz) E B, Aa TERETE. 用 w= SCW (2) RAM Wz) 
EB 到 w(z) 的 映射 根据 定理 5. 3, 我 们 有 
Sw < Ma (LEA D] + XCar] + > lbsl 


RES JH 1st 
+ L,[G,D]} < Milk; + k + k + K, Cien DT 
+ k, [C D) F + #, [(Caw,.D) 7) 
过 Mut + # Mi + Mi, + BME) = My. 05.45) 
这 表明 w= SW IRS B* 到 自身 的 紧 集 . 余下 还 要 验证 5S 是 B8* 
中 的 一 连续 算 子 . 事实 上 , 任 取 一 序列 Wz) ERB, n=0,1， 
2,…, 使 得 CCW. 一 Wo 万 ]->0, 当 ww 一 oo ， 类似 于 引 理 4., 3, AEE: 
LAE, Wa Wus Wa) — A Wo Wa Wn) ,Dl — 0, 
4 a oo, j= 1,057, (5. 46) 
进而 将 we, = SCW] ru 一 3LY。 相 减 , 可 知 ww, 一 zw 是 以 下 边 值 
“问题 的 一 个 解 . 
(te, — Wy) eg = FC 25 Wey War s Dne s Was W ne r Wee 1 Wass t Dan) 
— FB C25 ty Woes Woes Wor W oar W oes Wors Woe) HGC Was 
Wes Ve) —Glz Wo WaWa) zED, (5. 47) 
Reli Cz) (wu, @)—wm (2) J=h (2), 
Rites wy te Cz) (w,—w I J=A, Cz), 
nc Cw, (a) —w, (a) ]=0, RES, 


zEPr, (5. 48) 


Im[A, Cay) Coos (ay) ~ two laa) ) Hao (as) Cw, Ca) — wla) Y =O; 
kel, (5. 49) 
使 用 定理 5. 2 中 的 证 明 方 法 ,我 们 可 得 估计 式 
LDF xs Wp toe s Dors Way W ne s ne Wore 1 Woe) 
一 Fz, ty Weer Boer Wos W oes W ors Woes s Doe) 
+ GW Wma) — Gie, Wo Wo Wu) D] 一 0， 
U n — oo， 
AA C*Lw,.— tw D] 0,4 noo . 根据 Schauder 不 动 点 定理 ， 
Tl FRE AK wlod Eci, EB wl) = Siwi], APH 


dhe 


5.3, 可知 w(z) € B=C'(D) (Wi (CD), wd ERR PRG. 1) 
之 问题 8 的 解 ， 

(DEF mintar, P1, h FO. 41}) 中 的 常数 适当 小 , 则 知 
(5, 42) 存 在 一 个 解 := MM 之 0 .引入 Banach 空间 的 一 有 界 闭 凸 
集 

B, = {we € CCD) Cw DI] SM,), 

使 用 (1) 中 相 类 似 的 方法 ,可 证 明 (5. 1) 之 问题 8* 具 有 和 解 w(x) © 
B=C D) NW D). 

从 以 上 定理 ,可 以 导出 如 下 结果 . 

定理 s.6 在 定理 5. 5 相同 的 条 件 下 ， 

(1) 当 标 数 KjSNG=1,2), WE AA. 1) 的 问题 A 是 可 
解 的 ; 

(2)°40<K,<NCG=1,2), M5. LARA A’ H2N—K,—K, 
个 可 解 条 件 ， 
O (DH K,<0Cj=1,2), 005. D ZB A H2(N—K, —K,— 
1) 个 可 解 条 件 . 

我 们 还 可 写 出 其 余 情形 下 复方 程 (5. DZ A 的 可 解 条 
件 个 数 . 

最 后 还 要 提 及 :我 们 还 能 提出 复方 程 (5. 1) 的 斜 微 商 边 值 间 题 
及 其 适 定 提 法 ,并 讨论 它们 的 可 解 性 问题 . 
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第 二 章 ”高 阶 椭圆 型 方程 组 


在 本 章 中 ,我 们 首先 把 三 阶 线性 与 非 线 性 的 一 致 椭圆 型 方程 
组 化 为 复 形式 ,然后 讨论 这 种 复 形式 的 方程 即 复方 程 解 的 表示 式 
和 存在 定理 以 及 一 些 边 值 问题 .然后 我 们 介绍 四 阶 与 o PD 
复方 程 的 解 的 一 些 性 质 与 边 值 问 题 . 


8 1. 三 阶 椭圆 型 方程 组 的 复 形 式 


1. 三 阶 线性 与 非 线 性 短 圆 型 方程 组 的 复 形 式 
我 们 先 考点 三 阶 非 线 性 方程 组 


DT Voth Vy MU sy rrp sy 

Wd Dyr uF) = 0, j= 1,2, (1.1) 

其 中 P;E, Y s Hoos Uap» Moe Tio» aer y lgo s W214 tiyg 4 thoa a Usa» Uzi s Vig t Uos) Gj 
二 1,2) 是 (x,y) ED SEBE uv G 3200< 委 ji 十 ES3) 的 连续 
TAM IF upou ljk 20, jtk DRA ERMAN BD E 
(x,y) 平 面 上 的 一 有 界 区 域 . 如 果 对 任意 的 实数 ,不 等 式 
| + Aza? + Aya + Aal > 01 lAl >00, 


(1.2) 
3 


Ay = sky = apy Vy = VAY, j += 


$y Pr, 
在 DD 内 成 立 , 那 么 称 方程 组 (1. 1) 在 DD 内 是 椭圆 型 的 ,引入 形式 
mim :O.=CO.4Fi0,7/2. 0 一 [0 一 :Qj]/2, 这 里 z==x 十 iy， 
我 们 可 得 

On = O2 + 804 + 30. + Ov, 

Oz, = (Oa + Ow Ow -— OF)» 

On? =~ O8 + Or + Ow — Ove 

Og = il- O28 + 808% — 30.2 + Oe]. 


(1.3) 
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WERO G k0, j +452) HA Ove (j,k 之 0,J 十 hE2) 表 示 . 
将 wy vty 7 ,8 这 0,j 士 8&3) 的 上 述 表 示 代 入 到 方程 组 (1. 1) 中 ， 
那么 可 把 多 人 =1,2) 看 成 是 TE Dots vo tts Ves 0 sa steeds sv 与 ves 
的 函数 . 这 样 ,我 们 有 
Paa == Gy, + Py = Puy ~ Paa = Bez 
Baa = Don — Duo, + Oe» — BiB = Gey (1.4) 
, i=1,2, 0 = Wy, 
定理 1. 1 设 方程 组 (1. 1) 在 区 域 D 内 满足 条 件 . 
[Aal 之 9 全 0 sup Buel Baa D S's 


(1.5) 
REMCDB-TERR. 那么 经 过 自 变量 zyy 的 线性 变换 
&eir+y,y=-—tr ty, (1. 6) 
此 处 上 是 一 待定 正常 数 ,方程 组 (1, 1) 关 于 epee (w= uti t =+ 
二) 可 解 , 并 得 到 新 变量 上 的 复方 程 
wre == FS, wwe yz yo Wwe, Wer Wee, We). (1.7) 
证 从 线性 变换 (1, 6) ,容易 导出 关系 式 
gt 一 (一 264 + og + of)’, 
O} =20m + age + og, 


Gy = (dg — dr O = uv 


与 
aa = (ae 一 Apy 十 Joey? 一 opt’, 
gy = (ap 一 Zopy 一 2a + opit, (1.8) 
Gr, = (te + Zar, 一 20 — apt. 
oy = de + 30g, + 30g + dp, 0 = uw. 
因此 


Pip =P st + Os t + Digt + Pies 
Bae, == — BPa sf° = 2a t + 22 at + 38, ? 
Du: == 3®,, 2° 一 22 t 一 2 pt + 3%, 35 
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Bra 一 一 Duat? + By? — Bo, ot + Duar 
j=ul.2,¢=4,v. (1.9) 
注意 到 (1.4) 中 的 第 二 式 , 我 们 得 到 
Ce =39,,,3 = iDyo,2, + Di ~~ E 


= ‘al 十 DD CGB f° 十 ®;, zt) + {1 一 i) Pos t + 6®,.,) 里 


了 一 1,2， FS 二 WU. 


由 于 
— 1 — 1 _ 
up 一 Cte 十 Wet)» Veet = ps le — yee)» 
可 得 
DD, ,B,) _ Diy Diy i Pip Piugi 
DW, ) Èw Pw 2 Pras Pa 2 
— ag 0) P = 36iltA, + Aal (1.10) 
2 B, B, * aa | 9 ` 
W = wg, 
其 中 


B, =6iB yt + Diya? + Dra gt + 6P uss 

B; = 6iB 8 + Bo st? + Dae at + bP 

B, =6i@,, 十 Pye! + By at + GPs 

B, = 6iB f° + Oyo? + Bae at + 6®,, 5. 
HM e(>ro Be, At! A | 8/2, F EA 
{Agaf—t|A. [228/2>0. 因此 
D(C, P) 
Dw ,W) 
这 样 一 来 ,从 方程 组 (1 DIAE Wwe ,而 得 复方 程 (1. 7). 

其 次 ,我 们 考虑 三 阶 线性 椭圆 型 方程 组 


2 a 
STD) ath (cytes = aM (rey), n= 152, (1.11) 


四 一 1 了 十 4 四 
此 处 系数 ars (j,k 这 0, jH, m,n 一 1,2) 都 是 (x,y)ED 
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4#0,2ED. 


AC MPR. 根据 定理 1. 1 ARE DA, A 


1 (1) 
digi A) 


ali ata 
那么 通过 线性 变换 (1.6), 方 程 组 (1.11) 可 转化 为 复 形式 的 方程 
《1.7)， 然 而 ,由 关系 式 (1, 3), 可 将 方程 组 (1, 11) 写 成 如 下 复 形 式 
的 方程 组 


2é>o, sup (lamal)<a', (1.12) 
MM= 12, fhe) 


2 3 . 
SOD Oh ant = 6 (2), a= 142, (1. 13) 


其 中 6S) (0， IHESI: min 一 1,2) 都 是 OG 0 j+k 
<3, mn=1, DHCMRB. 如 果 
BBD ALR Cz) 
bna) bte) 
那么 我 们 可 从 方程 组 (1.13) 解 出 uts uao RAE 
Uma =E mE 2 tye stag yh" gtii Hitas Wer ptori)» 
m=1,42. (1,15) 
w=, tins a = wt), m= wT) 2i EER NEHA 
可 简写 成 复方 程 
wa = PRs sy 0A 《1.16) 
此 复方 程 与 复方 程 人 1.7) 在 形式 上 相 类 似 , 只 是 在 自 变 早上 有 所 区 
All. 


2. 加 于 三 阶 椭圆 型 复方 程 的 条 件 


D, (1.14) 


t DRAFT LUT = yr, E ClO 之 a 之 1) 为 边界 的 


N 十 1 连通 区 域 . 不 失 一 般 狂 ,可 可 以 认为 D 是 单位 加 内 的 N+E 
WARM. PAA T= {lez =K ,NN) 都 在 单 
位 圆周 P,= mw， 一 (zl 一 1 内 , 且 z 一 0E D. EAEN 通过 自 变 
量 的 一 个 共 形 映射 ,可 以 达到 上 述 要 求 . 我 们 先 考 虚 三 阶 贸 夯 型 
复方 程 (1.7) 和 (1. 16) ,并 可 写成 如 下 形式 
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z (1.17) 
E = Qwe + Qw + Qos + Dy Aawit + 4， 
其 中 QG, DEE E Drwm tree sto ete TREK. 
Apl jok 20, jR), AME zC Drw, Wes Wur W We A 
*. REBT. 17MM KE. 
MHC OAR QC=Q w X,Y,Z) j=1,2,3), Ap 
(= Aalzw 52), 0S jJ+hG2Z) Aol =Ao(z) HER BER 
RW wl ECARD Xz). Yir) 2(zEL, CD) ;都 在 DD 内 可 测 , 并 
满足 条 件 
LLAD] S by L [AyD] Sk ORF +kS 2, (1.18) 
此 处 pC 2< pop? sho rk,» POCE MBE HA HM. 
2) ERRMMILE RA ED 5 XY ZEC RF ww., 
Tr tod ste. LIE. 
3) 复 方程 (1, 17) 满 足 如 下 的 一 致 椭圆 型 条 件 ， 
| FC zy To 92 AY) — Fg OAY Za] 
RX — Xl 十 gz ~ Yl + lZ — Zl (1.19) 
对 wwa We Xp Ve ZjG=L DEC HE D ALP eee 
中 G1 G2 qa APSE AE fh ER ,满足 条 件 :9 tatal. 
其 次 ,我 们 考 虚 一 般 章 三 阶 非 线性 椭圆 型 复方 程 
wt 一 F(z 0s os oO oO pW ) 
十 下 (zi 


i, = F(Z yt, ys WA, W270), 


， (1. 20) 
G= >> Ba | wie |. 

其 中 Fz ew Weste pT Wta CL. 17) 中 所 示 ,an(0 委 7 十 
REDRE EH Y, Bam Balze, m ;而 2) 对 几乎 所 有 的 EDR 
F wee iE, ERB BE RR we) EC CHD) (OP <1) 
AERE 

LCB D] Qh, jk 200S; +k? 1-21) 
如 果 复 方程 (1. 20) 满 足 条 件 C 与 (1. 21) ,那么 我 们 称 (1. 20) 满 足 
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REC’. 

一 个 复 变 函 数 w(z) EW) (D)(2<po<p EER D 内 几乎 处 
处 适合 复方 程 (1.17) (或 (1. 20)), 称 为 复方 程 (1, 17) (或 (1. 20)) 
在 口内 的 广义 解 ,简称 为 DD 内 的 解 ,这 里 请 是 D 内 的 任 一 闭 子 集 
( 见 [139113)). 


$ 2. 三 阶 椭 圆 型 复方 程 的 存在 定理 
与 Riemann-Hilbert 问题 


本 节 中 ,我 们 先 讨论 三 阶 非 线 性 椭 男 型 复方 程 解 的 存在 性 , 然 
后 讨论 三 阶 线性 与 非 线 性 椭圆 型 复方 程 的 Riemann-Hilbert 边 值 
问题 . 


1. 三 阶 非 线 性 椭 贺 型 复方 程 解 的 存在 定理 


引入 重 积 分 
f(z) =Jp= 二 | Yt pecan, (2.1) 


此 处 D 是 复 平面 COC 上 的 有 界 区 域 ,plz) 是 D LB — PARR, 
PIE LCD), p> 1,8 Ye ENA Y.2 =O DART z 一 上 GE 
D 外 形 如 下 的 解 ， 

(Yep = G — OHdinle — $i + 1. Y, = @-D/e—-D), 

Y, = 2(dn|z — {| +1), Ye =— @-0H/@—5)%, 

Y. = Ve — 0), Yo = Ge — pP, 

Ye=22—0)/@—f},¥2=—0,z242ED. 

(2. 2) 

ACG. DSI 2), RT 


fe) =- + |) E- Delle El + Dee rday, 


i 


f= 2 i (in| — z} + pth rdo;, 
x p 
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fe =— UT pS Hie do = Te. 
fast © aa, =Tp, fz 一 TP, (2. 3) 
fe = 2 二 | pads Pde, = Tip, Je = Iip + 
= 于 人 Le = Hp, fia 一 pe). 
使 用 书 [131]1) 第 一 章 中 相 类 似 的 方法 ,我 们 可 以 证 明 如 下 引 理 . 
引 理 2. 1 (DMR MMR plz) ELD) p> BA 
es <A,L,[eD].4,.=1, 
Lip, PD] = A, L,{e,D],A, = 1. 
并 且 对 于 满足 条 件 gi 十 qz 十 gs 二 1 的 非 负 常 数 gq,q:,qs; 存 在 正常 数 
Porpl2Z<po<p,) ,使 得 


{2. 4) 


gA, + (a, +A, <1, j=0,1. C2. 5) 
(2) 如 果 ele) EL, CD), p>2 RA 
CELf (Cz) D] = M.L,[p.D], (2. 6) 


HP f(z) C2. 1) BR. B=1—2/p. M = Mp, DRBAEAE 
数 ， 

使 用 书 [139]13) 第 从 章 引 理 2. 1 的 证 法 ,我 们 还 可 得 到 三 阶 一 
致 畏 回 型 复方 程 (1. 17) 解 的 表示 式 与 存在 定理 . 

定理 2.2 ” 设 复 方程 (1. 17) 满 足 条 件 C. 

(1) 如 果 wtz) 是 (1.17) 的 解 , 且 wz) EWS (CD) (2<poSp)> 
那么 w(x} 可 表示 成 

wie) = We) +S) =W + | YeD da, 

(2.7) 

其 中 W(xz) 是 复方 程 


We = 0,zED (2. 8) 
+ 56° 


的 一 个 解 ,p(z)} =wat € L, (CD). 

(DOR W (z) 是 复方 程 (2.8) 的 一 个 解 , 且 W (2) EW (CD), 
2< ppp RREC HRM AES) MARTH. IDAR 
形 如 (2.7) 的 解 ,其 中 EL, (万 )(2<< 训 < 的 是 积分 方程 

plz) = F(z,ww,. We + ip, Wi + He, We + Hp) 
(2.9) 
在 口内 的 解 ,这 里 wz) 一 W (2) 4+ Sae. 

证 DR plz) 一 wa; 由 定理 中 的 条 件 ,可 知 pe) EL D). 
用 f(x) 表示 (2.1) 中 所 示 的 函数 ,从 (2. 3) 得 知 ; [w(tz) 一 了 (z) 1 
=0, 2E D, 因此 函数 W(x)==w(z) 一 A(z) 是 复方 程 (2.8) 在 内 
HR. 这 表明 w(x) 可 表示 成 (2.7) 式 ,其 中 p(x) 是 积分 方程 (2. 9) 
E D WASH. 

DH WW Wa Was Weft A BI EL. 17? 中 相应 
的 位 置 ,而 得 积分 方程 

plz) =F(2,W + fW: + fio Wa + io, 
Wa + Ho,W, + ip. (2. 10) 
这 里 SM. ORAT. 如 果 我 们 能 求 出 积分 方程 (2. 10 
PEL, (D) ABATE IN (2. 7) BR w(z) 正 是 复方 程 (1. 17) 在 
D ARR. 由 (2. 7) ,我们 可 得 
Cl fee D] <= Mal, loD] jkeo, OS f +k 2 
. (2.11) 
此 处 Malj k20, 0 所 7 十 8 所 2) 都 是 非 负 常 数 , 只 要 (1.18) 中 的 常 
数 译 适当 小 ,使 得 


2 
M, = q2A,, + fq t+ aA, +k » Mal, (2.12) 
jt 


那么 我 们 可 对 (1. 17) 的 解 w(2) = 二 WCz) 十 f(z) 给 出 一 个 估计 式 . 
事实 上 , 设 p(xz)E LD) 是 积分 方程 (2.10) 在 DD 内 的 解 , 则 有 


2 
pæ) = Q Üp + Qip + Qip + $) Asfsis +A, 
itkmp 


(2. 13) 
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其 中 
A=Q,We + OW, + QW: + 5 AgaW dt + Ag. 
容易 看 出 ， 
L, LA, D] < atl We 2D] + gL, [WD] + wl, CW,D] 
十 而 S CE D] + k = My, (2. 14) 


从 (2. 13) 49 (2. 14), 我 们 有 
L,,[e+D] 委 M,/0 — M,) = M, = Milo posko DW), 
(2.15) 
Ft eM, MAH BTR. 

下 面 ,我 们 使 用 Schauder 不 动 点 定理 证 明 积分 方程 (2. 108 
有 解 pQIEL, (CD), FR Bu 表示 Banach 空间 L, CD) PHAR 
闭 凸 集 , 其 中 元 素 是 满足 (2, 15) 的 全 部 可 测 函 数 p(z)， 任 选 一 函 
数 p(x)E Bu ,并 构造 如 (2. 1) 中 所 示 的 函数 f(z) ,还 代入 (2.10) 
的 系数 中 ,我 们 考虑 积分 方程 
P’ (2) =Q, (Was + He) 十 和 (Yo + De") + QW + Fie") 


2 
十 2 AalWaet + £3) + Aas (2.16) 
其 中 
f* (x) =i f. ¥(2,0)0"° (tdor 


二 一 1f, (2 DOnle— El + Dp* Odos 


Q; =w", w en Ga, Wa + Fa Wè, + Fh 
W+ F3), j=1,2, 
Ap =Apglzrw" swi gE), jk S0 ORF HES, 
wle) = Wir) + f(z) = We) + Jp'. 
注意 到 条 件 (2. 10) 与 估计 式 (2. 15) ,根据 压缩 映射 原理 ,可 从 积分 
方程 (2. 16) 求 得 唯一 解 EL D, 易 知 此 解 仍 满足 估计 式 
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(2.15). H pP 一 SC(p) 表 示 从 p(z)E Bw 到 e (z) 的 映射 由 于 条 
件 C, 我 们 可 证 p' 一 8 (2 连续 映射 By 到 自身 的 一 紧 集 ,于 是 由 
Schauder 定理 { 见 [118]), 则 知 积分 方程 (2.16) 即 (2. 13) 与 (2. 10) 
存在 唯一 解 pt(z)€ Bx. HEARSE HEO 17) 具 有 形 如 (2. 7) 
的 和 解 . 


2. 三 阶 非 厂 性 椭 加 型 复方 程 的 Riemann-Hilbert 问题 


这 里 ,我 们 设 DE Si Pi RH 六 二 1 连通 圆 界 区 域 , 并 讨 
论 三 阶 非 线性 椭 加 型 复方 程 (1. 17) 在 区 域 D 上 的 如 下 Riemann- 
Hilbert 边 值 问题 . 
问题 4 求 复 方程 (1.17) 在 万 上 具有 二 阶 连 续 偏 微 离 的 解 
wtz) ,使 它 适 台 边界 条 件 
Reli (2) wlz)] = rile), Re) wi] = rle), 
fr =—(2), x ET = 9D, 
其 中 尺 (2) ,rj(z)(j 一 1,2,3) 满 足 条 件 
CA), TE Bo CHE Ce), PV Eh, j= 1,2,3, 
(2. 18) 


(2.17) 


此 处 如 ,如 ,e( 记 <a<1) 都 是 非 负 常数 ， 整数 组 
K = (K,,Kp Ky), K, = E Arargh le), 了 一 12,3 


OY HE (A 4 的 指数 
4 KN. j 一 1)2,3, 问 题 ARERR MY KEN, 
j 一 1,2,3, 问 题 4 的 解 不 唯一 ,因此 我 们 给 出 问题 4 的 变态 适 定 
提 法 如 下 ， 
问题 8 求 复方 径 (1.17) 在 万 上 具有 二 阶 连 续 偷 微 商 的 解 
wz) ,使 它 适 合 变态 的 边界 条 件 
Re[A, ()w(z)] = rlz) + h (z), 
ea w,] = r) + hlz), (2.19) 
RelA ewa] 一 ra(z) + hlz), ET, 
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其 中 
0E r, 4 KZN, j=1.253, 
haze Ti kl N—K;, 
0,2<EP,,k=N—K,+1 goer NI 
has tly, k=1,-N, 

Ky | 4 K;<0, 
ho 十 Re >) htik)" en 


m=] 


h(x) = 


此 处 hp (R= 0,1, = N), AL m= l, 1, —-K,;—1, Kj; <0, 
j 一 1,2,3) 都 是 待定 实 常 数 ， 又 当 外 ,之 0, 我 们 可 要 求 (1. 17) 的 解 
满足 点 型 条 件 
Im[A, Ca wla] = Bus 
Im[A, Cay) ws Cay) | = bys 
Im[A (ay) (ae) ] = bas 
1.2K; —N+1,K,2N; 
kE Jn | Rs lee N+10<K,;<N, 
j= 1,23, 
(2. 20) 
XE am Erl N), ae DP CR=N+1,+,2K;-N+1,K; 
SN, j=1,2 DRET ERREA, M ba tEJ p j=1,2: DME 
实 常数 ,满足 条 件 
jon) S kik €E Jis j= 1,253, (2.21) 
这 里 为 是 非 负 常数 . 

设 wlz) 是 复方 程 (1,17) 之 问题 B 的 解 , 且 wr 二 plz) EE 
L,,CD) (2< pop). 依照 书 C139113) 第 七 章 中 的 公式 (5. 19) ,ws 
与 码 ;可 表示 成 

wa = 0,2) + Me, m=O) + REL To, 

HE D). (2) EER D AMER, X D +T Wi, 


Dt Te 分 别 适 合 (2. 19) 的 第 二 个 与 第 三 个 边界 条 件 ,而 名 ri 
(7 一 2,3) 是 类 似 于 书 [139]13)? 第 二 童 公式 人 2. 73 RH BBS. 


. HO- 


因此 (1.17) 的 解 wo TERE 
wiz) = W iz) + giz) = Wil) + Wee) + fe), 
(2. 22) 
这 里 


Wied = Ola +h + Thy, 
| (2. 23) 


fiz) = 二 | Yle bpt dor. 
D 


不 难看 出 :W(x) 蚌 复方 程 (2.8}) 寺 D 内 的 一 个 解 ,而 W(x) 二 
g(z) 一 f(z) 二 wlz) 一 Wi(z) 一 fz) 也 是 C2,8) 的 一 个 解 . 任 选 一 
可 测 函 数 p(z) EL D), 2<po< ps HIE Mi (2. 22), (2, 23) 中 
所 示 的 两 个 重 积分 Sga), 这 里 Wlz) 一 g(xz) 一 /(z) 是 (2. 8) 
的 解 ,而 镀 (z) 十 f(z) 满 足 齐 次 边界 条 件 
Rei EW + D] = ky (2), 
ec +tfol]=ht), zer, (224) 
RelA Ce) CW + fa) ] = hse), 
其 中 而 (z) G=1,2,3 SR. MR WES W. +T. Witte 
适合 边界 条 件 (2. 24) S| 2. 1 及 书 [140] 第 五 章 引 理 4. 2 的 证 
法 ,我 们 可 导出 W(z) 十 f(z) 满 足 
GHW 十 /.DIS M.L, [e:D], 
L, LW +I). DJ S ML loD], 
Lp EW + Je, DLLO + e DIS MLL, loD], 
(2. 25) 
这 里 f=1 一 2/pos 2<pysemin(p,1/(1—a@)).M,=M,lpo)G=5. 
6,7) 都 是 非 负 常数 ， 
定理 2.3 设 非 线性 复方 程 (1. 17) 满 足 条 件 C. 
(1) 车 在 一 定 条 件 下 , (1.17) 之 同 题 B 的 解 w(z) 满 足 估计 式 
Lp LoD] < May plz) = wets (2. 26) 
此 处 对 ,是 一 正常 数 , 那么 (1.17) 之 问题 召 是 可 解 的 , 且 其 解 
w(z) 可 表示 成 (2. 22) 式 ， 


(2) 若 条 件 C 中 的 常数 fis 9929s 和 适当 小 ， 使 得 
Ms = qM, + (9 十 ga + hi > Ma<1, (2.27) 


+hod 


这 里 Ms, MÆ. 25) 中 所 示 的 常数 ， M4 是 使 以 下 不 等 式 成 立 的 
最 小 常数 ， 

CEW + Nar D] < Mal, LPD], (2. 28) 
此 处 j k0, OHS, ple) EL (D), 那么 (1.17) 之 问题 B 
是 可 解 的 . 

证 (1) 我 们 先 设 复方 程 (1.17) 的 系数 在 区 域 的 边界 r 附近 

等 于 5, 并 把 这 样 的 复方 程 写成 

Wat = F(z ,wyw, wa WS). (2. 29) 
用 Bu 表示 Banach 空间 L, (D)(2<pomin(g,1/(1—2@))) RY 
一 有 界 开 集 ,其 中 元 素 均 为 满足 (2. 26) 的 复 变 可 测 函 数 . 任 取 一 
BR p(z}E Bw ,并 构造 形 如 (2. 1) 的 重 积 分 As)， 然 后 再 求 出 复 
方程 (2. DE D AWARE W 2), W), W2. 22), (2.23) 中 所 
述 , 使 得 w= W WOOHOO ARROLA 
型 条 件 (2. 20) ,将 ze(z) W (2) We RA BH C2. 299 
适当 位 置 , 并 考虑 带 参 数 4E [0,1] 的 积分 方程 
p" (z) = tF[2,8,-,02,(W, + Wa + He’, 

Wt Wat He’, (W, + Wa + ip). (2.30) 
注意 到 条 件 C HA RAR RB, WY A C2. 30) RABE — e 
Pp' G@EL, CD). H e (2) 一 SCp,t) 表 示 从 plz) € Bw 到 pp' (zd BY 
映射 ， 类似 于 书 [140] 第 五 章 定理 2. 4 的 证 法 ,可 以 验证 p 一 Stp， 
DOSSLD A Æ Leray-Schauder 定理 中 的 三 个 条 件 ( 见 [86]). 
此 当 :z 一 1 ,积分 方程 (2. 30) 有 一 个 解 6' (2) 二 plz) E Buy, H pe 
代入 (2.22) 中 的 f(z), 并 如 前 可 求 得 复方 程 (2.8) 的 两 个 解 
Wi(2)W (2) ,这 样 ,函数 w(z) 一 Wi(z) 十 WW(z) 十 f(z) 就 是 复方 
程 (2. 29) 之 问题 BRR. 最 后 ,仿照 [140] 第 五 章 定 理 2, 5 的 证 法 ， 
可 以 消去 复方 程 (2. 29) 的 系数 在 边界 荆 附近 等 于 0 的 假设 . 

(2) 类 似 于 书 [15j3) 第 六 章 定理 2. 3, 我 们 可 证 (%) 中 所 述 的 结 
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#. 
定理 2.4 在 定理 2. 3 相同 的 条 件 下 ,复方 程 (1. 17) 之 问题 4 

具有 如 下 的 可 解 性 结果 . 

(1)24 K >N, j= 二 1,2,3,《1.17) 的 问题 A 是 可 解 的 . 

(DHOSKK, <N, j 二 1,2,3,(1.17) 之 问题 A 的 可 解 条 件 总 
数 不 超 过 3N 一 (Ki 十 KR: 十 KK3). 

(3) 当 下 <0,7= 二 412,34(1,17) 的 问题 A 有 3(N 一 1) 一 2(CK， 
十 天 :十 玉 :) 个 可 解 条 件 . 

此 外 ,我 们 也 能 写 出 其 它 情形 下 问题 4 葛 可 解 条 件 个 数 

证 将 (1.17) 之 问题 B 的 解 z(z) 代 入 到 边界 条 件 (2.19)， 
POR Ae =0,j=1,2,3,.2EF MAK 8 的 和 解 也 是 问题 4 的 
解 . 而 hy(z) 一 00 二 1,2,3) 中 实 常 数 等 于 0 的 个 数 正 是 定 理 中 所 
述 问题 A 可 解 条 件 的 个 数 . 


3. 三 阶 线性 椭圆 型 复方 程 的 Riemann-Hilbert 问题 


现在 ,我 们 讨论 三 阶 线 性 椭圆 型 复方 程 C1.163 即 
wg — Q wa — Qirje — Q(z), 


= CPEE Wy 2) + A,(z) y (2. 31) 


2 
[oew yet = » Ag (awa 


irk=o 
其 中 < 是 一 复数 ,而 系数 Oo) (7 二 1,213) Aal) 420. jth 
2)。 44, 都 是 DD 内 的 可 测 函 数 , 满 足 条 件 
[QA | Say f= 1.2.39, tate <l, 
{haw D] ks OR ftk<S2,L,[Alz),D] < ho, 
(2. 32) 
此 处 gtj 一 0,1,2,3),p! 之 2) kok PEA RM. 类 似 于 前 面 的 
第 2 小 节 , 线 福 复 方程 (2. 31) 之 问题 B 的 解 w(z} 可 表示 (2. 22) BY 
形式 , 即 
uz) = Wi(z) + Wz) + f(z), 
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fz) = 1 S repe Oda, (2.33) 


这 里 Wi(z),W(z) 都 是 复方 程 (2. 8) 在 DD 内 的 解 ,Wi(z) 适 合 边 界 
条 件 (2.19), (2. 20), TH Wl + f (2) = He 适合 齐 次 边界 条 件 
(2. 24) 与 估计 式 (2. 25). 

我 们 选取 常数 gj(j 一 1,2,3) 足 够 小 ,使 得 


pM, + (q+ gM; <1, 2 < po <min(p,— 


l—a 


ds 


(2.34) 
EFM MR 2A PRR RSM. 由 [140] 第 一 章 定 理 
3.5, 可 知 当下 ;0, 具 要 选取 正 数 p HMR. BARR M ,一 
1, 在 这 种 情形 下 ,我 们 可 不 必 选 到 gs 足够 小 ,而 上 只 要 g<1 即 可 ， 
将 (2. 22) 中 的 函数 wtz) 代 入 线性 椭圆 型 复方 程 (2. 31) ,我 们 
有 
pz) ~ Q(z) HP — 0,2) (Hp), — QH pa 
= e >) Ap HP + glz), (2. 35) 


jth=0 
这 里 
2 
g(z,e)=6€ >) Aa Wve + QA@Wis 
JAD 


+ QW + QW + Ale). 
如 果 条 件 (2.34)? 成 立 , 记 Hp= (Ape, Hp= (Hp). Hp= 
(Hp) 2,0] Mt I-Q,0,—O.0,-Q. 8, ARAGAF ,于 是 我 们 得 到 
积分 方程 
plz) = eRIG(z, Hp, (Hp)... CHOY) ] + RLg (ze) 1]. 

(2. 36) 
因为 Hp 一 W +f) L, D) RHF CHD) (0<Axmin(e, 
1/ (1 一 各 ))) 的 完全 连续 算 子 ,因此 上 述 逆 算 子 及 也 是 完全 连续 
的 .根据 积分 方程 的 Fredholm 定理 , 齐 次 积分 方程 

PD = REG, Hp. Hp) Cpe] (2. 37) 
其 有 离散 的 特征 值 
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EG = 152.09: 0< Jal < lal Se 
S lal 委 lanl Sey (2. 38) 
这 里 si|>>0 是 由 于 当 s 一 0, 复 方程 (2. 31) 之 问题 B 是 可 解 的 . 如 
果 < 是 (2.38) 中 所 示 秩 为 9 的 一 个 特征 值 , 应 用 Fredholm 定理 ， 
可 知 积分 方程 (2. 35? 有 9 个 可 解 条 件 , 因 而 复方 程 (2. 31) 之 问题 
8 也 有 9g 个 可 解 条 件 .于 是 ,我 们 有 
定理 2.5 ”假定 线性 椭圆 型 复方 程 42, 31) 满 足 条 件 (2. 32)， 
(2.34). 如果 estej(j=1,2.-+) ,这 里 8j(j 二 1,2,…) 是 齐 次 积分 
方程 (2. 37) 的 全 部 特征 信 , 那 么 (2. 31) 的 问题 B 是 可 解 的 . mA e 
是 (2.37) 以 g 为 秩 的 特征 值 ,那么 (2. 31} 的 问题 BAG 个 可 解 条 
i. 
AALER RTOS HERBS. 31) 之 问题 
ABA RR TR. 


§ 3. 三 阶 椭圆 型 复方 程 的 斜 微 商 边 值 问题 


1. 三 阶 椭圆 型 复方 程 斜 微 商 边 值 问题 的 提 法 

EDERPHC 上 的 单位 圆 ,我 们 考 塌 的 斜 微 商 边 值 问题 如 
F: 

IMP 求 复 方程 (1.17) 或 (1. 20) 在 五 上 具有 二 阶 连续 偏 


微 商 的 解 z(z) ,使 它 适 合 边界 条 件 
Rel iwa] = 7,(z). Re[2™2] = r2), 
Re[2"sw(z)] = ralz), x E T = 3D, (3-1) 


Hi Sb FECL), j= 2 nE, a <a DRE 


数 ,K(j 一 1,2,3) 都 是 正 整 数 . OR K0, 我 们 设 解 w(x) 满 足 
条 件 


f se 人 一 Diz) Je" dd =0, m= 1, 2K j61 <j 3s 


(3. 2) 
65" 


其 中 Ste) 二 ws， Swe, $5(z)=wle), M Oe) G=152,3) 
都 是 D AT aR, RAK 


2 t+ «di er 

oni EE Steve, 24K, > 0, 
Pa) = +) 

= Pp = 

mi fer k, 他 一 ye X K; < 0,/ 1,2,3, 


(3.3) 
RE CR -n= —CP Gn =0,15 0° K, K0, j=1,2, DREK 
数 ( 见 [140] 第 五 音 ). 
当天 (一 1,2,3) 之 一 是 负 申 孝 时 ,问题 己 不 一 定 可 解 , 因 此 
我 们 提出 变态 的 斜 微 商 边 值 问题 如 下 : 
问题 2 求 (1.17? 或 (1.20) 在 五 土 具 有 二 阶 连 续 偏 微 商 的 
解 ww(z) ,使 它 适合 变态 的 边界 条 件 
Re[z"iztw,.] = rlz) + hle), 
2 = rle) + hilz), z€r, (3.4) 
Rel 2sw(z)] = rlz) + hilz), 
其 中 ka 
hw = N + Re > AP 十 ih, K <0, 


m=l (3.5) 
034 K,; 20; isjx3.2E7, 


HE ob A — AY? hem =1y. ~K,—-1 j=1,2, DREREEEK 
More) G=1,2,3 0G. 1) 中 所 述 . 4 Kj S0dcjes) RN 
解 wtz}) 满 足 条 件 (3. 2). 


2- 复方 程 (1. 17) 余 微 商 边 值 问题 的 可 解 性 


我 们 先 给 出 斜 微 商 问题 解 的 表示 式 . 
定理 3,1 设 w(x) 是 (1.17) 之 问题 @ 的 解 , 且 p(x) 一 ww 
L, DOLAP), 那么 此 解 w(z) 可 表示 成 
wl) = W(z) + Se = W) + ge) gte) = Se = Tp, 
(3. 6) 


其 中 
Wz) = O%(z) + TW, ,W, (2) = [i (edz + ['®,terdz, 


(3.7) 
XB Oz) (Ij 二 1,2,3) 都 是 DD 内 的 解析 函数 ,如 (3.3) 所 示 , 而 


Hp == [h 


+ Tig, (z,0) + £,¢z,0) ] BE) |do, 


2K +1 
0K a Eo" 
Ref~**i-?) In(1 一 fz) + = |, 4K; 2 0, 
ACERS) -| £ [r á 2 m | 


Rep **,-7In¢l — Ez), 4 K 0,7 = 1.2, 


j=1,2,3,.(Bp). = Tp, Ap). = Tp. (3. 8) 
证 ”依照 [140] 第 五 章 公式 63. 6), w, 可 表示 成 
w, = W) + Ap, (3.9) 


此 处 ple) =we, Wiz). Ap 如 (3.7),(3.8) 所 示 , 因 此 wtz) 具 有 
表示 式 (3. 6). 
不 难看 出 :W (2) =O, (2)+ TW 是 复方 程 
Wa=0,zED (3. 10) 
的 一 个 解 ,而 of =T,Ap=wl2) W ze) BBA wet =p 
一 个 解 . (EE — BR CIEL, (CD), 2< p< pe, HME -TAD 
gz) 二 Sp 二 全 ,Rp, 可 以 看 出 : 它 适合 齐 次 边界 条 件 
Relz*'g, | = h íz), 
pce = hl), ET, (3.11) 
Re[2*:g(z)] = hs (x), 
R E aulo (f= 二 112,3) 如 (3.4) 所 示 , 根据 [140] 第 五 章 引 理 4. 2 中 
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的 证 法 ,可 得 
Cig D] < M,L, Le D]. 
L, Lges DI< M.L, [eb], (3.12) 
Lo Lg D] »L, [Es DIS M,L, Le,D] = 
此 处 B= min Ca, 1 — 2/pa)»s 2<p<min(p,1/(1—a)), M;= 
M (po) ,7 一 1,2,3， 
定理 3.2 设 非 线性 椭圆 型 复方 程 (1.17) 满 足 条 件 C， 又 其 
中 的 常数 gj 一 1,2,.3), 为 适当 小 ,使 得 
M, = qM, + (q,+¢0M,+4&M, <1, (3.13) 
EFM M MEG 12) PRR BA 1. 17) 的 问题 Q 是 可 解 
的 . 
证 我 们 先 假 设 复 方程 (1.17) 的 系数 在 DD 的 边界 厂 附 近 等 
于 0, 并 用 Bw 表示 Banach 空间 L, CD) (2<p,.<min(p,1/C1—a)) 
中 的 一 有 界 开 集 , 其 中 元 素 p(z) 是 满足 条 件 
L,,Lez),D]<M;=M,+1 (3. 14) 
的 可 测 函 数 例 体 , 上 式 中 的 村 ,是 (3.12) 中 的 常数 ， 任 选 一 函数 
oz) Bn, 并 构造 如 (C3. 6) 所 示 的 积分 g(z) 二 Sp. 进而 又 求 出 如 
(3.7) 中 所 示 的 薄 数 Wi(z) ,使 得 zfz) 一 多 (zx) 十 e(z) 适 侣 边界 条 
件 (3.4) 与 积分 条 件 (3.2), 将 函数 ww(=)， 风 (z) 伐 入 到 复方 程 
《1. 17) 中 的 恰当 位 置 , 然 后 考虑 带 参 数 :€E [0,1] 的 积分 方程 
2" (z) = tFlzywsw se 0 Wa + ip, 
Wa + fo , We + Ôp] (3.15) 
H P w=Wi) tgi), De'i Ap e Dap = Ap ev 
he = (Ap se. BRECSERMRHRE ARAE 
(3. 15) 可 求 得 唯一 解 O° EL, D. 用 p' =S( pt) FARM plz) 
E By Blo (x) 的 映射 ,仿照 [140] 第 五 章 ,定理 2.4 的 证 法 ,可 以 
验证 p =S(,t) (Ot 1) ii Leray-Schauder 定理 中 的 三 个 条 
件 , 因 此 当 # 一 1 时 ,积分 方程 (3.15) 具 有 解 p (z) 二 p(z)E€ By. 将 
此 函数 p(z) 代 入 到 (3.6) 中 ,于 是 便 得 (1.17) 之 问题 Q HW wi) 
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=Wz+Sp. Bia. HALBA EEZ. 5 的 证 明 方 法 ,可 以 
消去 (1. 17) 的 系数 在 边界 了 附近 等 于 0 的 假设 ， 


3. 一 般 非 线性 焰 加 型 复方 程 锻 微 商 边 值 问题 的 可 解 性 


定理 3.3 设 非 线 性 椭圆 型 复方 程 (1. 20) 满 足 条 件 C* ,又 其 
中 的 常数 qi ,9: ,9 必 均 适当 小 ,使 得 (3. 13) 式 成 立 . 

(1) 40<0" = max {x} <1, 那么 (1. 20) 的 问题 Q HER 
解 wl2)e B=W3 (D) ,这 里 p(2<po<min( p. 1/1 —a@) IER 
数 . 

(2}44,.= in. „a> ,只 要 常数 


= LLAo,D] + dC. Dpr] + Cr] (3.16) 


适当 小 ,那么 (1. 20) 的 问题 铂 AAM we) B. 
证 《1) 考 虑 上 的 代数 方程 


2 
[M+ >) L,(B,.Dye#]/—M)=t, Ban 
jth 
此 处 
3 
M, = ky + k, 2) COW D], (3. 18) 


BREW EG. DPR RM BM. Hoce <1, 可 知 代数 方程 
(3. 17) 具 有 解 1: 二 Ms 之 0 引入 Banach 空间 工 。( 互 ) 中 的 一 有 界 闭 
HÆ 互 " ,其 中 元 素 p(z) 为 满足 茶 件 
L, Ee) D] S M, (3.19) 
HAARA. AN EB , 记 十 (x) 二 W(xz) 十 gtz) 
二 Wt{z) 十 Sp, FH GORA SAE. 20) 中 适当 的 位 置 ,而 
得 复方 程 
et = FC z Wy 7 Wd WA W TO ) 
+ Gleð, e), 人 D, (3. 20) 
其 中 7 
Pz ote t,o 10,2 TY WS ow, pW) 
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= Chros 十 人 sos 十 Qi, + > Aawit + Ay» 


Ñ = Qe eww, WA), j= 15253, 

An = An(z,B, Ge), ON JERK, A, = Ale). 
仿照 定理 2. 2 的 证 法 ,(4, 20) 2 FL Q FEE te) = We) + 
So, 这 里 plz) 二 wet， p= TLD) RRM Plz) EB" Bl plz) 的 映 
St. BREZ. 2 的 证 法 ,可 以 证 明 p= TPES B* 到 自 
AW RR. 根据 Schauder 不 动 点 定理 , 必 存 在 一 函数 (2) CB, 
使 得 P(z) 一 7LP(z)]， 如 (3.6) 式 ,可 构造 一 函数 wle) =W ae 
Sp EW; (D) 2<p.<min(p,1/U—e)) Whee oO RES 
FAO 20) Oe <1) 7 ALR O HR. 

(2) 对 于 oa. 沁 1 的 铺 形 . 43. 18) 式 中 的 常数 M; 适 当 小 , 代 
数 方程 (3. 17) 也 存在 一 个 解 t= M20. 考虑 Banach 空间 L, CD) 
中 的 一 有 界 闭 凸 集 
B, = {ptz) {Lo [Lalz) ,DP] <M}, (3.21) 
使 用 (1) 中 相 类 似 的 方法 ,可 证 积分 方程 
Plz) = Flew, y+ ma Wa + Tp, We, + He, 

Ws + DD) + Gz,®,--,@2), z€ D (3. 22) 
存在 唯一 解 e(z) E L,, CD). Mi (3. 6) Pata hh BE we) = 
W 2) +Sp 就 是 (1. 20) (Ce. > 1) 2 (BQ 的 解 . 

从 以 上 定理 ,也 可 导出 复方 程 (1. 20) 之 问题 已 的 可 解 条 件 个 
数 估计 . 


4. 线性 端 圆 型 复方 程 的 斜 微 商 边 值 名 题 


现在 ,我 们 讨论 三 阶 线性 椭圆 弄 复 方程 (2. 31) 的 一 种 余 微 商 
边 值 问题 (问题 OQ). 如 定理 3. 1 那样 ,也 可 将 (2. 31) 之 问题 已 的 解 
wlz) 表 示 成 (3. 6) 的 形式 , 即 w(z) 二 W (z) 十 Sp 二 W (z) 十 了 ,Hp= 
W (z) 十 g(z): 其 中 W(x) 是 复方 程 (3.10) 于 DD 内 的 解 ,适合 边界 
条 件 (3. 4), 而 g(x) 二 Sp 为 复方 程 gw 一 pCz) 于 DARA 
次 边界 条 件 (3. 11) 与 估计 式 (3. 12). 


aa OO。 


我 们 选择 常数 9;(j 二 1,2,3) 足 够 小 ,使 得 


GMs + (q+ gM <1, 2< ph <min(p, +), 


1 
(3. 23) 
此 处 Ma MÆ 12) 中 所 示 的 常数 . 把 (3. 6) 中 的 函数 wlz) 代 入 
到 线性 椭圆 型 复方 程 (3. 31) RNA 
plz} — O62) Spe — (2802, — (2 See 
= € 5 Ap (Spit + FCE), (3. 24) 


ithe 
这 里 
2 
S(z,e) = eV) AleIWos 十 Ale. 


在 (3. 23) 成 立 的 情形 下 ,我们 看 出 :积分 方程 (3. 24) 具 有 逆 算 子 
尺 , 并 可 得 到 积分 方程 
Pz) = eR[G(e, Sp, (Sp). Sp) 29) + REF lz, €)]. 
(3. 25) 
HW Sp 是 从 L,, CD) RH Bl CHD) (0 之 pminta,1/(1 一 po)) 的 
完全 连续 算 子 ,因此 逆 算 子 屎 也 是 完全 连续 的 ,根据 积分 方程 的 
Fredholm 定理 , 齐 次 积分 方程 


plz) = REGi, Sp, (SP) See) ) (3. 26) 
具有 离散 的 特征 值 
Etj = 1,2): 0 < je | = lel ses [El = lel See. 
(3. 27) 


这 里 |e|>0 是 因为 当 e 一 0 时 的 复方 程 (2. 31) ZB OBA RM. 
这 表 骨 当 e 关 6e,《(j=1,2,…), 非 齐 次 积分 方程 (3. 24) 存 在 唯一 解 
DEL, (D). 因此 复方 程 (2. 31) 之 问题 Q@ 也 是 可 解 的 . 如 果 e 
是 (3.27) 秩 为 g 的 特征 值 ,应 用 Fredholm 定理 ,可 知 复 方程 
(2. 31) 之 问题 刀具 有 9 个 可 解 条 件 . 于 是 我 们 有 

定理 3.4 RATER A He HBC. 31) 满 足 条 件 (2. 32), 
(3.23). 24 ee (j=l, 2 这 里 650 一 1 2 是 齐 次 积分 方 
程 (3. 26) 90 (3. 27) 所 示 的 特征 值 ,那么 (2. 31) 的 问题 Q@ 是 可 解 
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的 . 24 © 是 齐 次 积分 方程 (3. 27) 秩 为 q 的 特征 值 ,那么 (2. 31) 之 问 
FQ Ag ARRI. 

Fa] EE » PRAT BY AW EERS HARARE AE 31) 之 
问题 已 可 解 条 件 的 个 数 估计 ， 

此 外 ,我 们 也 能 讨论 复方 程 (2. 31) 或 (1. 20) 在 多 连通 区 域 上 
的 斜 微 商 边 值 问题 ， 对 于 三 阶 椭圆 型 复方 程 ,李子 植 和 他 的 学 生 
们 也 作 过 一 些 研究 . 


$ 4. 四 阶 非 线 性 椭圆 型 复方 程 的 存在 定理 
与 一 些 边 值 问题 


本 节 中 ,我 们 处 理 一 般 的 四 阶 非 线 性 椭圆 型 复方 程 .我们 将 
给 出 这 种 非 线 性 椭圆 型 复方 程 解 的 表示 式 , 存 在 定理 以 及 一 些 边 
值 问题 的 可 解 性 结果 . 


1 一 般 的 四 阶 非 线 性 椭圆 型 复方 程 及 其 解 的 表示 式 


设 DD 是 复 平面 上 的 一 有 界 区 域 ,我 们 考 虚 D 上 如 下 形式 的 一 
般 非 线 性 椭圆 型 复方 程 
WES = F(z, Ts TO i WA TOs» 
WWA) H GU Wyt As 


3 
F= D> Quwat + 5 Aati + Aos (4. 1) 
jie 


(fa C22) 


G= £ Balwid |. 0< on < 00, 
sth 
其 中 oaj 4220 OSTA DHRERM. T 

Q; =O) (2,08, 1H, WT Ws)» J = 142535545 
Ay = Apl UW, i »5H2)s OD J tkDl3, A= AG), 
Ba = Bal, ww, HS), OD JtEQI 

假设 复方 程 (4. 1) 满 足下 列 条 件 . 

RHC” DAH On Oe (eo w, WSU VV XY)), Ap 
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(=Agle,wy.%3)), Al =Al(z MER BERR wld E 
CHD) 45 UC) Vi) X le) YDE L D), E D EA, H 
BRE 
{LLA D] K hes LLA D] < 
(ACB DISH, 0S j+k<3, 
此 处 pr pol? < po S ps Rokki ACO< P< 1) 都 是 非 负 常 数 . 
2) 上 述 函 数 对 几乎 所 有 的 zED 及 U,V IX YETT w. 
wW w EC 连续, 
3) 复 方程 (4. 1) 福 足 一 致 棋 为 型 条 件 , 即 对 任意 的 复数 wwwrw,， 
To wU V X pY G= 2) RBR 
[ECZ pte ptt De a VK YY 
一 F(z, wy tees, To U,V Xaa | 
S90 Ul +H gl — Vel 


(4. 2) 


+ galXi — Xz) +a lY — Yo] (4. 3) 
在 成 内 儿 乎 处 处 成 立 ,其 中 gj=1,2,3,4}) 都 是 非 负 常数 ,满足 
条 件 gtg tg tgl. 


在 上 上述 条 件 下 EKE D 内 几乎 处 处 满足 复方 程 (4 1) 的 连 
AAM wD EW (D.) RHA DED ANE RAD. EDA 
的 任意 闭 子 集 ,po(2 过 po 志 户 ) 是 一 正常 数 . 

定理 4. 1 设 四 阶 复方 程 (4. 1) 满 足 条 件 C' ,又 wlz) 是 (4.1) 
E D AHR B wo EW, WA wo ERE 


wlz) = We) + fz). fl2) = Je = t yce,pedoaar， 


Yip = 2/2 — Ẹ\'in]z — $1, (4.4) 
其 中 Wz) 是 复方 程 
Wee=0,26E D (4. 5) 
的 解 ,而 PO EL, (DER E 
plz) = Fl z,w,w, waa Ve + Bo, Ws + Hp, 
Wa, + ip We + Tp) + Glz,w,w,,.,-.02) (4.6) 
F DAHR, Eik wld = Wid + fl Rk 
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证 iE eo wer, HERH RE, A p(x) EL, DAK 
PSP). 设 f(z) 是 (4. OPIRA BR, i F fee =pl), zED, 
H Elwe L2e=0,2ED, Wew SOA 
程 (4. 5)F D 内 的 解 . 故 z(z) 可 表示 成 (4. 4) 的 形式 ,其 中 pÈ 
积分 方程 (4. 6) 的 解 . 


2. 一 般 的 四 阶 非 线性 椭圆 型 复方 程 解 的 存在 定理 


为 了 证 明 复 方程 (4.1) 存 在 着 形 如 (4. OHR, REEM 
验证 一 个 引 理 . 

引 理 #4. 2 on HB Gize, 25) 满足 条 件 c’ 中 所 述 的 条 
忻 ,那么 由 该 函数 所 确定 的 非 线性 映射 G:C*(D) 一 L,(D) 是 连续 
的 ,并 且 有 界 , 即 


和 
L,[G(z,wy, e+, Wa) D] < z L UBs -DC (Cw, ,五 7] 
jg 


(4.7) 
此 处 ODE- TERR. 
i ” 先 证 明 映 射 G:C (DD) 一 L,(D) 的 连续 性 ， 为 此 ,我 们 任 
WR — RRA (wz), wel ECD), n=0.1525°" ,使 得 C2[ow 
一 sz 万] 一 0， 当 n>, MEZE c, = Glew, G2) Giz, 
To Me AATER: 

Llen D] 0, 4 n— o, (4. 8) 
事实 上 ,由 条 件 C' a Rez) TE D ASL ah O, Et 
PUT ES A ERE €i 9 E2 ; 必 存 在 D ATR D, 5— ERR Nt 
 measD, <e, leal Ze rE B/D, . 4 n>N. 由 Holder 不 等 式 
与 Minkowski 不 等 式 ,我 们 有 

Lalea D] < Lelen D, ] + Lles D/D, 4 
SL, [GCeo wy Wet) 一 GC wy i) D] 
+ «(meas DYH <= 5 LLBa D] + 
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CL lwia A [tow |2 D] + el” 


< aM cei? E, Fr [Ba D] 十 em =e, (4.9) 
这 里 M= sup, MAX, Tetwwa DJa, p2<pcp ds p= 


pr/p-PBAPEAR. B48). 4 DAE BR 
成 立 . 

定理 4.3 设 复方 程 (4. 1) 满 足 条 件 C' ,又 其 中 的 常数 gj(j= 
152534) A384, OR W2)ECB=W5(D), po( 汪 2) 是 一 正 
常数 . 

DME = max cL BRAC. 1) 存 在 形 如 (4. 4) 的 
fF wl zd =W (2) 4+ fle) =Wl2)+JSpEB. 

DWR a. = gain {ox} 之 1, 又 常数 

M, = LUAD] (4. 10} 

适当 小 ,那么 (4. 1) 具 有 形 如 (4.4) 的 解 wa). 

证 (1) 不 准 看 出 ;函数 w(x) 二 WV(z) 十 Jp(EW$(D)) 是 复 
方程 (4. 1) 的 解 , 当 且 仅 当 p(z) EL, (DOCA CDER E 

e(z) = Fizywyw,e yd) H Get 《4.11) 
的 解 ,这 里 w(x) 一 Wz) 十 Jp. 因此 ,我 们 只 要 求解 积分 方程 
(4.11). 为 此 ,我 们 考 虚 1 的 代数 方程 


[M, + >> L Ba Dr/a — M) =t, (4.12) 
此 处 _ 
Mz = (9 + sy, + Cg + Ay, + A SMe 
M; =9,L, We D] + of, Wa D] + abl, [Wa.D] 
+ aLa [Wu D] + DA CIW D] 


BRENK HYCO <1, RBH RU. 12) 存 在 唯一 解 := 
M,20. 引入 Banach 空间 L,,(D) 中 一 有 界 闭 同 集 B, REER 
是 满足 条 件 


L loe), D] <M, (4. 13) 
A HT ae. EEK ACB, OSW (x) 十 JP， 
Dw 2RARHEG. 1) 中 的 适当 位 置 ,并 考虑 复方 程 
we = Wass ws wee, 
Wz, Wt) 十 Giz, t, 02)» (4. 143 
其 中 
Fz, wy i, + 2 We 5 Ws Wears WD) 


3 
= Owe + Owe. + hs + Ue + 3) Ay wot + Ay. 


jtteo 
Q, = Ql, y Wes wy ws, WD Ws), j= 1,234, 
Ay = Aglz, D), OS fF HRE, A, = Ape). 
根据 压缩 映射 原理 ,从 复方 程 (4. a REEI we = W (2) 
十 f (x). & p=) =wse, H p 一 SLP] 表 示 从 p(x) EL, (五 ) 到 ole) 
的 映射 仿照 定理 2. 2 的 证 法 ,可 得 
L, Le:D] <= ([M,+ Lo (GD) J/ — M,) 


4 
< [M + >) L,, (BaD) (Cos, D] Va Mp 


ithe 


3 
< [M + >) Lp (Ba DM” V0 — Ma) = M, (4.15) 


itio 
这 表明 p= SAIS 8B' 到 自身 的 一 子 集 . 现在 我 们 验证 3 是 B* 
中 的 一 连续 算 子 . E B 中 的 一 函数 序列 {P(xz)}, 使 得 工 , LP, 
一 BoDD]>0， 当 n->oco， 出 引 理 4.2, 我 们 有 
Ly [Ap lz syst B) 一 Aple D a) D] > 0, 
Lp CGC rinst 一 GCT os) D] — 0, 
XB =W aplan) 0SH. A =S] 
Po=S( Po HR. A] 1B wn nd a p RAA 
《rm 一 to eee =E Cx Wa s Dn p 而 wo v a 5 Wea s Watt + Weeds + net ) 
一 F Ceste ro y Wod s Wine! Woet Wote s Worta s Dga) 
+ Girsin Dt) 一 Glest o) zE D (4.16) 
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HIME. LAF p fo Ce, wt, 类 似 于 (4 15) 的 导出 ,可 得 
L, Lp, 一 mD] 

SS (Lp [ECE yh riny y Doet 4 Baad Wor s Woas 9 oats » Wot ) 

一 Fry twas ios 9 Wed s Woe! Wort Woas s Woet: sat) D] 

+ Ly lG, r a) 

一 Glz, ios W) D]}/ 0 一 M2). (4. 17) 
因此 有 Ly, a Pos D0, 当 n- co, 进而 如 前 ,还 可 证 p=SL2] 
映射 B*' 到 自身 的 紧 集 . 根据 Schauder 不 动 点 定理 , 则 知 存 在 函数 
Plz)E B* ,使 得 plz) 一 SLptz)j] ,而 wlz) 一 W(xz) 十 JpE Wi (DY 
便 是 复方 程 (4. DOZE 过 1) 的 一 个 解 ， 

DUAF ao, 之 1 的 情形 , 当 (4.10) 中 的 当 数 MM; 适 当 小 ,代数 方 
程 (4. 12) 存 在 一 个 解 : 二 MM 之 0， 引 入 Banach 空间 L, DPA 
界 闭 凸 集 

B, = {plL eD] <M}, (4. 18) 
使 用 (1) 中 相仿 的 方法 ,可 证 积分 方程 (4. DRAR oE B,, 而 
wlz) 一 WLz) tdo WERTE 1) to, 省 1) 的 一 个 解 ， 


3. 一 般 的 四 阶 非 线性 椭圆 型 复方 程 的 Riemann-Hitbert 问题 


现在 ,我 们 考虑 D 是 如 和 2 中 所 述 的 N 十 1 连通 图 界 区 域 ,并 
讨论 复方 程 (4, 1) 在 上 的 Riemann-Hilbert 边 值 问题 及 其 适 定 
提 法 . 

问题 4” 求 复方 程 (4 1) 在 五 上 具有 三 阶 连 续 偏 徽 商 的 解 
w(z) ,使 它 适合 边 界 条 件 

Re[A,(2)s;{z)] = riz) j = 112,3.4, z ET, (4.19) 
这 里 9 (z) = wlr) ss (z) 二 wy 53 (2) = Wes (2) = wee, WAC, 
rj(z) Cj 二 1,2,3,;4) 满 足 条 件 

CA TC ri T= 1,2,3,4, 

(4. 20) 
其 中 atac), 如 ,ha 部 是 非 负 常 数 
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我 们 引入 问题 4* 的 变态 适 定 提 法 如 下 ， 

问题 8” 求 复方 程 (4.1) 在 万 上 具有 三 阶 连续 偏 微 商 的 解 
we), 使 它 适合 变态 的 边界 条 件 

Re[4,(2)s,(2)] = rjlz) + A(z), j= 1,253.4, 2 ET, 


(4. 21) 
其 中 
0,z 伍 荆 , 当 KZN, J=1,2,3,4, 
A; 2ZzeYr, k=l, NK; 
‘jh a j } MO<K,<N, 
hile) = 0,2E 2A=N—K,+1,--,N+1 


harze LD k=l N, 


-Ki 当 Ky<0, 
hatRe X) (ht +ihi) ET, 


这 里 halk=0,1, N), Ad, (m=1,°,—Kj—-1,.K;<0, j= 152; 
3,4) 都 是 待定 的 实 常数 . 当 ,之 0,j 二 1,2,3,4, 我 们 还 设 复方 程 
(4. DRR wz) 适 合 如 下 的 积分 条 件 


Imf Ales (eds = Bas &=N—K,+1,°°,N+1, 
HISK ,<N, J=1525354, 
四 | Ws ds By, k=1 e N+, 


Lilis) = 
Ref AYA @)s,(elds— Ba k= N42. K+, 


m| Ks le)ds=Bak =K; +2, e, 
9 


2K,;—-N+1, 当 KZN, j=1,2,3,4, 


(4. 22) 
其 中 By (EJ j= 二 1,2,3,4) 都 是 实 常数 ,满足 条 件 
N-K; +1,1, N+1,40SK;<N;, 
| By | <A» ea KN, (4. 23) 
j=1,2,3,4, 


这 里 如 是 一 非 负 常数 ， 
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设 zw(z) 是 复方 程 (4. 1) 之 问题 B' 的 一 个 解 , 且 ple) 二 wz 
EL, (万 ) (2<pomin(p,1/(1 一 a))), 仿照 L140] 第 五 章 定 理 
4 ls Was Wi 可 表示 成 

wa = Be) + Typ, wa = Bz) + PD, +T, Pye, 
此 处 Bicz), ©, (RE D 内 的 解析 函数 ,而 Bod H wa (2) 
十 他,p 分 别 适合 (4. 21), (4. 22) 中 的 第 三 ,第 四 个 边界 条 件 与 积分 
条 件 ; 而 全 nw:j 二 1,2.3,4) 是 如 [139]13) 第 二 章 公 式 (2.73) 中 所 
示 的 重 积分 . 类 似 于 (2. 22) ,向 题 B' 的 解 wz) 可 表示 成 

wi) = Wii) + giz) = We) + Whe) + fl), 

(4. 24) 

其 中 


H (z) =6,(29+7,6,4+7,7,0,4+7,7,7,%,, 
(4. 25) 


f(z) = all ¥(z.bp(Oder, 
D 


lti De Cj==1,253,4) SCT M EARR 2D SR 
分 条 件 (4. 22; ,而 WW,(z) 是 复方 程 (4. DT D 内 的 解 ; 又 W (x)= 
g(z) 一 Az) 也 是 (4.5) 的 一 个 解 ， 任 取 一 函数 PEL, (CD), 2< 
DSA 并 构造 如 (4. 25) 式 中 所 示 的 重 积 分 六 =) ,进而 求 出 复方 程 
《4.5) 的 一 个 解 W(z) ,适合 齐 次 边界 条 件 
Re ASe] =A), EP, j= 1,2,3,4 (4.26) 
与 积分 条 件 
LS) = 0, kE Ji j= 15253545 (4. 27) 
HS, (2)=WQd+KG), Ss(2) = (Wf SO=(Wt+F)., 
SoD = WAA 并 可 知 上 述 解 W(z) 是 唯一 的 . 使 用 [140] 第 
五 章 引 理 4. 2 中 的 方法 ;可 证 WW(z) 二 f(z) 满足 
CW + .六 万 ] < ML Le D], 
La EW + Hea Dj, L, eW +Dae D] M,L, [e:D], 
L EW + DaD], LLW + DaD] S ML LoD], 
(4. 28) 
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此 处 f=min(a,1—2/po), 2< po Semin ( p, 1/€1—e)), M;= 
MC Pa)» j=5.6,7. 
4.4 设 非 线 性 椭圆 型 复方 程 (4. DERC ,又 其 中 
的 常数 qitj 二 1.:2,3,4) ,适当 小 ,使 得 
3 
M, = (qa Hg) Me + (qi HIM, +k >) Ma <i, 


(4. 29) 
这 里 M M ÆA 28) 中 所 示 的 常数 .M ;是 满足 不 等 式 
CEW + Sya D] S Maln Le,D] C4. 30) 
的 最 小 非 负 常数 ,此 处 jk. j +3 pe E L, (万 )， 
《1) 当 0D<<o" = max {dx} <1, (4.1) 的 问题 B 具有 形 如 
(4. 24) BME w(x) EB 二 WICD), 常数 pol 2< po<p) MAT PH. 
(2) 当 一 min (e4)>1, RRR 
Og f+ ee 
M, = Lá D] + Yer] + >) | bjs | 
ii RT rm Ba Bed 
(4. 31) 
Ep AW DRE B* 具有 解 wz) EB. 
证 (1) 考 虑 i 的 代数 方程 
[Ms + 9) L Ba DWEJ/QA — M) =t, (4.32) 


其 中 对 :是 (4. 12) PAPAS AY A EW Cz) FR a. 24) W, C). 
Hoco 过 1, 方程 (4. 32) FE EME — =M. 51A Banach 4 
m (DD) 中 的 一 有 界 闭 同 集 

B* = {pæ |L Lp DJ] Mo}. (4. 33) 
任 选 一 画 数 ERB E 
Be) = Wi@) + W@ +7, Fo = E S| YeD da, 


(4. 34) 
将 证 (=) 代 人 到 复方 程 44. 1 中 适当 的 位 置 , 并 考虑 复方 程 
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Wt -一 Pz ss we p Wt sW 9 T8,3, » THAD 
+ Glz, Wa) + 多 € D, (4.35) 
此 处 


F(z,wyti.e ws wa sW Wi TO, 》 
3 
一 Ow. +- yw + ARAN + w + » A awuse + Ay ` 
it+d=0 


Q = O62, Bo, B 3 w j= 12,364, 

Ag = Aplr 2), OD jH, Ay = Ale), 
仿照 定理 2 2. RGAE. 35) HER w= W (ed + 
gtz), ff az? =weeEL, (D). M e= SURRA Plz) € B* Bl 
px) 的 黎 射 ， 类 似 于 定理 2. 2(2) 的 证 法 ,可 证 p= SE BLE 
映射 到 自身 能 一 紧 集 。 由 Schauder 不 动 点 定理 ,可 知 存在 一 函数 
PEB", 使 得 p= 二 SLp]， 于 是 有 形 如 (4.24) 的 函数 wlz}) = 
WODO EWL D, 它 就 是 (4. 1) 之 问题 B" 的 一 个 解 . 

《2) 当 o. >1, 又 (4,31) 中 的 常数 Ms 适当 小 , 则 代数 方程 
(4. 32) 存 在 唯一 解 上 一 Mio 关 0. 引入 Banach 空间 工 ,, (DD) 中 的 一 有 
FAs 

B, = {p(z){L, P, D] < My}. (4. 36) 
我 们 可 如 (1) PIR TERA C4. 1) 2 OB 存在 形 如 (4. 249 9 
wz), H, wz) CW CD). 

从 以 上 定理 ,可 导出 复方 程 (4.1) 之 问题 A 的 可 解 条 件 个 
数 . 


4. 四 阶 非 线 性 棋 贺 型 复方 程 的 娃 微 商 边 值 问题 


这 里 ,我 们 设 忆 基 单 位 图 ,并 讨论 复方 程 (4. 1) 如 下 的 斜 微 商 
边 值 问题 . 
AMP 求 复 方程 (4.1) 在 五 上 具有 三 阶 连续 偏 徽 商 的 解 
wt(z) ,使 它 适合 边界 条 忻 
Re[#*is,C2)] = r), z € l= aD, j= 1,2,3,4, (4.37) 
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这 里 s (2) = tws: (2) =De slr) = WS (I=, Kj G=1,2, 
3,4) PBB. rj G= 1.2.3.4 ERE 
Cole (2) PTS hos j= 162, COT] SE k f= 3,4, 
(4. 38) 
此 处 a5 <a<1) ,都 是 非 负 常 数 ， 当 K; 之 0, 我 们 设 5 ME 
条 件 
[ is — Bz) Jedd = 0, m= 1, 2K p OS FSA, 
(4. 39) 
其 中 多 (zx)(j=1,2,3,4) 都 是 DD PES ET BH 具有 如 下 形式 
Zs fz rt ni é tz z at 


+ Siver, 4 K> 


Qn at 
2) 1 (£) 
了 marist? = 
zi | pei zdi, 4 K <0,j7 = 1,2,3,4, 
(4. 40) 


jx oR -m 一 c”, m= ùl]; „Kp K0 j= 1 :2;3+4 都 是 任意 
复 常数 . 
问题 9 求 复 方程 (4.1) 在 万 上 具有 三 阶 连 续 偏 微 商 的 解 


wz) ,使 它 适 合 变态 的 边界 条 件 
Re[z*is,(z)] = r) + hlez ET, j= 1,2,3,4, 
(4. 41) 
其 中 
-K,-1 


pe + Re >} (WP + A) BK, <0, 
h.z) = m=l 
人 当下 ;之 0,zE€E 了 1,1 和 7 所 
(4. 42) 

RE AY AP Am =1,°, —Kj—-1,j=1,2.3 ORERE 
24 Kj 20,1 jd, 我 们 仍 设 解 wlz) 满 足 条 件 (4. 39). 

定理 4-5 Bwv BANEU. DAA Q 的 解 ,又 wz 二 
KD EL, (D)(2< pomin(p.1/1.—a))) ,那么 wlz) 可 表示 成 
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wz) = Wiz) + Sp = Wz) + (2), 
g) = Sp = PB, Ĥ p, (4, 43) 


W (z) = [era + [o.a + BWw,, 
W,(z) = fs, (dz + [aoar =Wi@), (4.44) 


万 :Corn = 二 | inn 一 F Z] * p(t) 
+ Eea arb) + Btz ED CY day, 


其 中 


-in(l 一 z), 4 天 一 0， 
T= -AJ [PE + SE >0 
-++ peak, <o, 


j= 1,2,3,4, (Pp), = fp, (ip). = Tp, 
(H, p). = Bp, AH = T, Ap (4.45) 
证 依照 [140] 第 五 章 定理 4. 1 及 (3,. 6) rwar WO) RIM, 
wa = Wie) + Hp, Da = Welz) + Ap, (4.46) 
其 中 plr) =w, W, C), Wale), Ap WCA 44), (4. 45) pa. 
x Wer We 可 表示 成 
w, =p) + Ê, (Wo + Me), 
@, = (z) + ÊW) + Mp), (4. 47) 
因此 cert) ERA 43). 
AS Bw. (4.4 +R BR VOORE OF DAH 
解 ,而 g62) =Se=wls) -W (DBE wzs 二 plx) 的 一 个 解 ， 
我 们 任 给 一 函数 p(z) EL (D), 2 过 po 所 pp, 并 构造 如 (4. 43) 中 所 
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jer [ha — fe) + > Ger ,当天 > 
FAEN G) = 


示 的 积分 g(z) 一 Sp; 它 适合 齐 次 边界 条 件 
Re[2"1g,2,] = A(z), 
Re[z*:g,2,] = A,(z), 
EL, ， 
Refz*sg,] = hale), 和 (4. 48) 
Refz*:z, | = A,(z), 
应 用 [140] 第 五 章 引 理 4. 2 的 方法 ,可 证 g(z) 满 足 估计 式 
tLe: D] < MaLa Le D], 
L, [gs :DD] L, [Bex 万 ] = ML Le D] ` (4. 49) 
L, Lge ,万 ] ,Le ee :万 ] <= M,,L, [p,D] ’ 
这 里 B=min(a,1—2/p.). Mj—=M; (po) ,一 11,12,13 都 是 非 负 常 
数 ， 
定理 4.6 设 复 方程 (4, 1) 满 足 条 件 C" ,又 其 中 的 常数 gj(j== 
1,2,3,4), 适当 小 ,使 得 
Mi = (4 + a) Mis + fa + gM, +4M, <1. 
(4. 50) 
(1) 当 0<o* = max {ox}<1, 复方 程 (4. DARRER 
wlz) € B=W; CD), 2 pop. 
(2)540.= min {ca} 之 1， 只 要 常数 
I+ 3 
My = LLA D] + CGI + Cira M] 5D 
适当 小 ,那么 (4. DAA Q EO BY. 
证 (eR: 的 代数 方程 
[Mis + >) LABa Dyee]/G Mu) =t, (4.52) 
这 里 
M, =k + k >> CEW aa D], (4. 53) 
此 处 WW(z) 是 (4. 44) 中 所 示 的 函数 . Koce <1, REC. 52) 存 在 
ME — Mr =M 0. 引入 Banach 空间 L,,(D)(2< pp) RAR 
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闭 凸 集 
BY = {plz) |L PEDIS My}. (4. 54) 
任 选 一 函数 P(e) EB" PTE C4. 43) H WI = Wz) 
tele) H DLHA FRU. 1 中 适当 的 位 置 ,我 们 考虑 复方 程 
wii= 和 (zz 证， ous TEI „p 2,4 s WS; WS, T0) 
+ Glz, e Da) z E D, (4.55) 
其 中 


3 
F =O), w, + yw, + ATAN + w, + » Ñ pwit + Aas 
jre=o 


© =Q (2H, Bowe j= 1.2.3.4, 

Ap =Aple,Hy 5 HF), OD t+ eSB, Ay = Ale. 
类 似 于 定理 4. 4 的 证 法 ,可 求 得 复方 程 (4. 56) 2 [HQ 的 解 w(x) 
二 W (2) 十 glz), 投 p(z)=waz， 并 用 p 一 SLPj 从 PLE BA 
plz) 的 映射 ,并 可 证 o= SE BD 连续 映射 到 自身 的 紧 集 ， 由 
Schauder 不 动 点 定理 ,可 知 存在 一 函数 ptz) EB' ,使 得 p= 二 SLpj. 
而 形 如 (4.43) 的 五 数 w(z) 二 W(z) 十 gtz) 正 是 复方 程 (4.1) (0<< 
o< p oE o Wæ. 

(2)? 当 co,>>1 时 ,只 要 64.51) 中 的 常数 W, 适 当 小 , 则 从 代数 
方程 (4. 52) 求 得 一 个 解 =M. 引入 Banach 空间 L, (D> ay 
—A RAGS 

B, = {plz) |L PD] S My}, 
使 用 (1) 中 的 证 法 ,可 求 得 复方 程 (4.1) 的 间 题 Q wed = 
We) +g (2) € Wi (CD) ,2 po pp. 

此 外 ,我 们 还 可 得 到 外 阶 线性 椭圆 型 复方 程 (4. IL 
问题 SAE P 的 可 解 性 结果 ,并 把 前 述 -~ 些 结果 推广 到 多 连通 
圆 界 区 域 上 去 . 


$5. n BEA te Be Se 


与 $1 中 类 似 ,我 们 可 把 一 定 条 件 下 的 两 个 实 自 变量 、 两 个 实 
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AAR ERR ERR ART RALARBR. 因此, 后面 
RAN Ait ln gant BAER ES Bn BES 
数 ， 


1 “PERERA E 


我 们 设 DBRT HLA HS IB FH 2n 阶 非 线性 
MALE HE 


wey = Fm tg toe TIE sett WE Lye gT) 9 
itknte 2 一 1 《5。 1) 
F= 5 Quwat 十 > Apatit + Aos 
(318d (nan) j+img 


其 中 Qal t k= 2n) BE z E D), w, e, was ey watia, 
wet itl, e fun A A Ag (Oj +A 2n—1), AME ED), 
w, we AY BE, 假定 复方 程 (5. 1) 满 足 条 件 CC" * 其 中 主要 条 件 
MFI FLEA ze Dw. VEO VY ECCCi= 1s, 2nd ,不 
等 式 

[FEKzyroye VIP ym V) 一 Fiz, wee VIP, VEO) | 


< Solve — VP lsg = Sa <1 (5. 2) 
在 D 内 几乎 处 处 成 立 . SLATE RAN RR wz) CHD), Aplzsw, 
wit- ( 0S j +A 2n—1) Arles w stw- ie 
Lj[Ag sD] Xk joke 0, 0S jf +k<2n—-1, 
LLAD] S bo» (5. 3) 
这 里 pC 2), book BOOS P<) EAE Hh HR. 
为 了 给 出 复方 程 (5. DRHRAA SHEESH RNA 
和 函数 (除了 2AE D): 
Y(z,t) = tani —t/-inlz—f], (5.4) 
它 也 是 = 调和 复方 程 
Aw = 0, wee =0,2€ D (5.5) 
HA ED AREER 


f(z2) = if, Y¥(z.Q) ptt da; (5. 6) 

这 里 pk(z)EZo( 万 )，zp>>]1， 以 上 积分 具有 引 理 2.1 中 的 一 些 性 质 ， 
如 

fo - MoT E- 


x n fz — pt! 


pltydo, = ffe, 


Sate- 一 一 If, pede = ip, 


Fortin = t D a = ip, (5. 7) 
— a a a-t _ 
Fm = MoD" EP Odo = fp, 


Fog = plz), 
设 mw(z)? 是 复方 程 45. DF D AWB. H we EWh(D) (2 之 


we) = WO) + fz) = We) + 二 | EDO da, 


(5.8) 

其 中 aowe, Wide n BARE BH. 

如 果 复 方程 (5, 1 满足 条 件 C', 且 其 中 的 常数 gj(j=1,…， 
2n) kik 4). MRR Wed EWID), 那么 使 用 定理 2.2, 定 理 
4. 3 相 类 似 的 方法 ,可 证 (5. 1) 具 有 形 如 (5.8) 的 解 . 

现在 我 们 要 讨论 复方 程 (5.1) 在 单位 圆 让 上 的 Riemann- 
Hilbert 边 值 问题 ， 

(JA 求 复 方程 45. 1) 于 万 上 具有 22 一 1 阶 连 续 偏 微 商 的 
Ruwe ,使 它 适 合 边界 条 件 

Re[z 5;(2)] = r;e), j= lsn z€ r= 2D, (5.9) 
此 处 si Cz) = wl) s sa (E) = tees 8 s Som) (2) = Wee) S (2) 一 
waris rD ECH I), KGS 1, 2 REE 1 /2<a<l, 
4 Kj 之 0, 我 们 假设 


[fs — Bz) Je ™ dd = 0, m = 15°",2K,, 1 Si G2n, 


(3. 10) 
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RE p (j= 二 1,… 2 Re DD 内 的 解析 函数 ,具有 形式 


zj ribbed y Shp er 4K 0, 
®z) = © mang 

工 | 7s) , =], 

1 aie a 4K <0. j l, 2m ， 


其 中 ih w= cP (m= 041.00 Kyo Kj 20, j=l. 20) ER 
实 常数 ( 见 [139]13) 第 二 章 ). 

问题 好 当天 (一 1 …，22) 之 一 为 负 整 数 ,问题 A WUE 
有 和解. 因此 我 们 引入 变态 的 Riemann-Hilbert 边 值 问 题 如 下 RS 
方程 (5.1) 在 互 上 具有 22 一 1 阶 连 续 偏 微 商 的 解 w(z) ,使 它 适 合 
变态 的 边界 条 件 

Re[2*is,(z2)] = rl) + hilz) j= 12p 2 EP, 
(5.11) 

其 中 


人 + Re > Ch? + 2)", KO, 
hj(z) = m=i (5.12) 
0,K,;20,2E€F, 14); in 
BRP? AY AP ms 1 Ky 1s f= Lie 2 ASR 
数 , G= 2 M5. OREM. 当下 ,之 0, 我 们 仍 设 解 
to(z) 满 足 条 件 (5. 10). 
定理 5.1 设 w(z) 是 复方 程 (5,1) 之 问题 BHR. A wre = 
PEL, (D)(2< pop) 那么 wtz} 可 表示 成 
wiz) = Wi) + gd = Wd + WO) + fa, 
(5. 13) 
此 处 
Wz) = BG) + PO, + HG, + ED,) 
+ RHC, + Py.) 十 … + HLA, + Pio, 
+ HB, + Ph) + 
+ Hpbi + Pania + RAH, O, + Pio, 


{+ HCD, + P, toe + Ay Ba, + Papi Pre)) 
gz) = Ay Hyp + Rost HP) + RHno 

(Ho + Ra Hap) 十 … + (A, + RHDH, + RHO 
+ + (Ay H Raon (Hp 十 页 Psp)， 


f@ = +I, Yle, Dodo, (5.14) 
BPG G=1. ARE D 内 的 解析 函数 ,如 前 面 所 示 , 而 
Hip = 2 ff [in 1 一 ra (6) + gY) OE) ae， 
P = CHP), 


2K , +1 


pe [ind — bz) + > e/m], 4 K; > 
glz, ¥) 


Reĝ- Hn(l — Ëz), 4 K< 0,j = ly, 2n, 
- =f w) Ft“: HoD l, 4K 
r 


Oni t— z 
Ra = 一 1『 a + Elw) . 
Fe | Oa, M Ky <0. j= 1 ,2 


TE ”依照 [139]13) 第 五 章 中 的 结果 , 可知 weet wee! A 
表示 成 
ween! = Ppl) + PP, 
Bente) =O, (2) + Pm, Gale) + Pro) Paap. 
根据 Green 公式 与 Pompeiu 公式 ,我 们 有 


Al Pat gg — 1 ff ni Pep 

Poy) Pnb = 加 IE — zio: io 1l1— tz do, 
args | [Fa er] 
=H ap Oni RE 一 ptt ~ 1— di 
oa 1 [| (Hap t tent Ae ] 
= Hap am Al t— z zo @ 


= Hap + Rai Hes lel <1, 当 K 20, 
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Pap = gh, | [Hae ee Metals Hp 


=p + Ra- Anes |z| <1, 4 Ku- <0. 
因此 wee AA Ba 
were = By) + Py Onl) + Hep + RetHanp, 
(5. 15) 
OPER PY AS B' 的 解 w(xz) 可 表示 或 (5. 13) 的 形式 . 容易 看 上 出， 
Wiz)=g(z) 一 f(x) 与 Wi(z) 都 是 DD 内 的 nn 调和 复 变 函数 ,而 
W(z2) 十 f(z) 适 合 齐 次 边界 条 件 
Ref zsz] = hle), j= 1 ,2n, EP, (5.16) 
ER sto =W, eoD SW, H e Sma OD =W o 
Teie- y Sale) SW teei, hile) (j=1, 2065.12 
所 示 . 
BR PR s(x) Cj=1s- 2nd SRE CS. 16), ALI 401 & 
五 章 引 理 4. 2 中 的 证 法 ,我 们 可 证 WLI 
CF CEW + fD] S M, ZL]， 
L,0W + Nevea D], £,0W + Dee D] 
< ML, [o, 万 ]， (5.17) 
+L, (CW + Ne D], LLW + fo%,D] 
= M,L, le D], 
这 里 f=minla,1—2/po)s M;=M;l p) {j=1,2). 
定理 5.2 假设 复方 程 (5. DHRC. 
《1) 如 果 在 一 定 条 件 下 ,(5. DZ BD OE we 
足 
Ls Let), D] < My, ple) = wre, (5. 18) 
这 里 对 ;是 一 适当 的 正常 数 ,那么 65. 1) 之 问题 Be A. Bk 
H we) RAG. 13) 的 形式 ， 


《2)? 如 果 条 件 C' 中 的 常数 ge = Da A, 都 适当 小 ,使 得 


agoa 


gM, tM <1, (5.19) 
此 处 Mi,M; 是 55.17) 中 的 常数 ,那么 (5.1) 的 向 题 PRAB i 
(5. 13) 的 解 . 

证 (1) 先 假设 复方 程 (5.1) 的 系数 在 区 域 D 的 边界 附近 
等 于 0. 用 Bu 表示 Banach 空间 L, (D)(2< p< p) Ph AA 
集 , 其 中 元 率 为 满足 不 等 式 (5.18) 的 可 测 沙 数 全 体 . 任 选 一 可 测 
函数 p(z) E Bw, 并 构造 形 如 (5.6) 的 重 积 分 f(z), 再 求 出 如 
《5.13) 中 所 示 的 两 个 调和 复 变 阴 数 W,(z),W (z) ,使 得 Wt(z) 
wl) =W, 2 +W (2) +f EWR REG. 11) ,将 ww(s)， 
Wi (z) 十 WCz) 代 入 到 复方 程 (5. 1) 中 的 适当 位 置 , 并 考虑 带 参数 
[0,1] 的 积分 方程 

p" Ce) =tF zw ee, (W, + Wy) + Ho ye, 
W, + Wania + Hp", (W, + Wyre 
+ Hp? ceW + Pe + ip]. (5. 20) 
FF Sef OC" MHEASA BY LA (5. 20? 求 得 唯一 解 (DE 
L,,(D). H p' =SLet aM Cz) E Bw 到 p* (z) 的 映射 ,类 似 于 
定理 2. SHER, BYE o = Sie (021) E Leray-Schauder 
定理 的 三 个 条 件 . 因此 当 z=1, 积 分 方程 (5.20) 具 有 和 解 p' (z) = 
PDE By. WEAR p(x) 代 入 到 (5.13) 中 ,所 得 的 函数 wz) = 
Wi(2) 二 W(tz) 十 f(z) 正 是 (5.1) 之 同 题 的 和 解 ， 最 后 ,我 们 还 可 
消去 复方 程 (5. 1) 的 系数 在 边界 T 附 近 等 于 0 的 假设 . 

(2) 用 类 似 的 方法 ,我 们 可 证 明 本 定理 (2) 中 的 结果 . 

其 次 ,我们 考虑 复方 程 (5. 1) 在 多 连通 区 域 D 上 的 Riemann- 
Hilbert 边 值 问题 ,这 里 D 是 如 3 1 中 所 述 和 的 N+ LEAR. 

问题 4” 求 复方 程 (5. 1) 在 和 N 十 1 连通 区 域 D EHR wle), 
使 它 在 睛 上 具有 直到 2n 一 1 阶 述 续 偏 微 商 , 且 适合 边界 条 件 

Re[A,(z)s,(2)] = zte), z E P=aD, j= 1,2n, 
(5. 21) 
BE ak [Ay C2) |= 1, fleets, si Cz) = we), s: lr) = wes 


-9j 


See (2) = Wyler ty San (2) =W" 而 A(2), r(x) Cj=1,+++,2n) 


满足 条 件 
CEERD PP) S kos CHA C2) PY) S kj = Lace om, 


这 里 aS <e<d), 如 ,如 都 是 非 负 常 数 ， 整 数组 
K = (Kie Kan)» K, = 让 ArarghCz)， j= ],***,2n 


Wy Fae BA” 的 指数 ， 
我 们 还 给 出 问题 A" KEE: 
问题 B” 求 复方 程 (5. DED LAA 2n— Britt it 
解 wl2) ,使 它 适合 变态 的 边界 条 件 
RelA; leys; ] = re) 二 hlez E Tj = lye On, 
(5. 22) 
其 中 到 (2) 如 (2.19) 中 所 述 ,但 j= 二 1,…,2n， 当 长 ,之 0, 还 要 求 此 
解 wiz) 满 足 点 型 条 件 
Im[A,(a,)5;(a)] = bp, 
reJ = fom —-N+1,4K;2N, 
* |N- K +1 N +124 0QK;<N, 
RE a € PiR=1 e N) sap Pg R= N41, 02K; N+, K 
MN,j=1,…，,2zm) 都 是 不 同 的 点 ,而 be (RET, f= 1s 2 RE 
常数 ,满足 条 件 
[bul Sh RE dJi j= leery On, 
此 处 总 是 非 负 常数 ， 
设 复方 程 (5. 1) 在 区 域 D 上 满足 条 件 C' ,又 wlz)E WnCD) 
《2 之 po 过 让) 是 (5.1) 之 问题 B 的 解 , 记 p(xz) 一 ww， 类似 于 44 中 
的 问题 B" wewe ARRA 
el i = n + T mn 中。 tz) 十 FT ps 
此 处 Pani C2) s Paa (ORRE D 内 的 解析 函数 ,而 Din-i C+ Tei 0s 
Panl) +P wre ISR AE 5. 22) (j= 2n—1,2n). 因此 
wz) = Wie) + ge) = Wie) 4+ We) + fe), 
(5. 24) 


(5. 23) 


这 里 f= Ie 如 (5. 6) 所 示 , 而 Wi(z),W (z) 一 g(x) 一 f(z) 是 区 
RDA n 调和 复 变 函数 . 任 选 一 函数 ptz) EL, (D).2< p< 
并 构造 如 (5.24) 中 所 述 的 函数 (x), 然后 求 一 个 nn 调和 复 变 医 
OW 2) ,使 W(z) 十 /(z} 适 合 齐 次 边界 条 件 
Re[Z tes; 2) = hz), z€ D, j= 1 ,2n, (5.25) 
FEB so =WH fe soD = Wet fasts San C2) = Werte + 
feet, ss) 一 Woo 十 /oo ER Wz) +f (25 it 
式 
CHEW + SD] SM, Lapip D]- 
L,LW 十 Dene- D], LL + Pire D] 
(L [W + DaD], LLW + DeD] < ML, [eD], 
(5.26) 
这 里 f= minta, 1] —2/po}s 2< p minip, l/l —a)) M, =M; 
Cho D) (7 二 4.5) 都 是 非 负 带 数 . 
定理 5.3 设 非 线性 复方 程 (65.1) 满 足 条 件 C', 如 果 其 中 的 
Go 一 24) 与 足够 小 ,使 得 
gM, + kM, <1, (5. 27) 
则 其 问题 E 具有 形 如 (5. 24) BY AR wz). 
WE 如果 复方 程 (5.1) 具 有 形 如 (5. 24) 的 解 w(z) 二 Wi(z) 十 
WaHe REIA G. 1), 则 得 积分 方程 
plz) 一 下 [> + W + Tee (W, + We + io, 
W, 十 We + Hp, CW, + Writ + py, 
W, + We + Hp). (5. 28) 
h Zt C, (5. 269,05. 27), 04 
Lpa D] S Me/(l — qM, — kM) =M,, 


Framer 29--1 
Mi= >) QW t 》 AW + Age (5.29) 
0) 81% Caan) pry 


用 Bw 表示 Banach 空间 Ly (DD) 中 所 有 满足 (5.29) 的 可 测 函数 


aja 


PDMRS. FER p(z) E Bux, 并 构造 积分 e= fa RE mM 
(5. 24? 的 函数 wD =W DAW DH a, 将 Wi(z) 十 WCz) 代 
入 复方 程 (5. 1) 中 适当 的 位 置 ,并 考虑 积分 方程 
2 (z) =Flesw, e, (Wi + We + Ho’ es 

(W, 十 Weng- + Het WV, + Wig 

+ Hp" y+, W, + WW)» + Hp). (5. 30) 
FA RE OC’ A aR ST RF, MRD EG. 30) FDR BE — AR 
P DEL, D. 用 p* @)=S( tz) TRAM ple) € By 到 p* IB 
映射 仿照 定理 2. 2(2) 中 的 证 法 ,可 证 p =S Co) Bu 连续 映射 
到 自身 的 一 紧 集 ,根据 Schauder 不 动 点 定理 ,可 知 积分 方程 
(5. 30) 存 在 唯一 解 eo" (2) = lz) © Bu, B o= Siel]. 让 
PARA BGS. 24) 7 (2) = Ip H pz) 的 位 置 , 并 确定 相应 的 材 数 
Wie) Wie 1 而 wz) 一 WW,(z) 十 W (Cz) 十 Ip 就 是 复方 程 (5.1) 之 
问题 B" 的 解 ， 

从 以 上 定理 ,并 使 用 定理 2. 4 的 证 法 ,可 以 导出 复方 程 (5. 1) 之 

问题 和 的 可 解 性 结果 ,类 似 于 定理 2. 4 中 所 述 ,但 要 将 那里 的 3 改 
Fin, 


2.24 十 1 阶 非 线性 椭 罚 型 复方 程 
DAE RS n+ LAE E 


wat =Fi{z PU) 5 Tt pent TU etl oe yg Ta Vint? goes swe!) 全 
《5. 31) 


jtkmza+i 2a 
F= ` Qo 十 >> Apwde+Ay, 
<j, Cat) ETET 
其 中 Qa (十 二 22 +1) MBE x ED) w, t wets et p wt, 
witt, e tee PY BR Aa OSH) s ARE 2(€ D) w, 
why ee. 假设 复方 程 (5. 31) 满 足 条 件 C' ;其 中 主要 条 件 为 ; 
对 于 任意 复数 weer VP, VP G= e 24 十 1) ,不 等 式 
| Fz,wy- Veh eee Viet) 一 Flz,w, V2 ase Vt) | 


"94" 


aatt 2x+1 


< SailVP—VP lige = Da <1 (5. 32) 


在 万 内 玫 乎 处 处 成 立 , 这 里 g(j 一 1,…,2n 十 1) 都 是 非 负 帝 数 ,而 
对 任意 的 复 变 函数 we) CC CD) Ay OS j+kS dn) .4 满足 条 件 
LLAD] S ky. jk 0 j HRZ On, LLAD] Sho, 

(5. 33) 
此 处 pC>2).4, k MEENA. 
我 们 引入 重 积分 
fiz) = iT, Yez,t pedor, plz) € LD), (5.34) 
其 中 
Y(z,%) = ga pl ln|z— g| +1]. 
WF 5.7). SOBA FER: 


foen 一 tz 二 DCD 由 E Oda = fp, 


x gt? 
ween iff 2 
fore =~ 21] fede = He. 
a lf FH , _ a, 
Fren = J yt: = TP 


一 ati 
Fe = SERVO TE ae pide, = Hp, 


frer = plz). 
如 果 复 方程 (5. 31) 满 足 条 件 C LAPAR g G= s 
22 十 1) ,上 适当 小 , 且 函 数 多 (z) 是 复方 程 
Wert=0, zE€D, (5. 35) 
的 一 个 解 ,W (2) EWR), 2< po Sp, BA WES. 2D AAG 
如 


we) = Wie) + fle) = Wie) + iT, Yiz pode, 


(5. 36) 
的 解 ,这 里 po GE L, D). 


+956 


问题 4 设 DD 是 单位 圆 |z| 过 1, 求 复方 程 (5. 31) 在 DD 上 具 
A 2n 阶 连续 偏 微 商 的 解 wiz), 使 它 适合 边界 条 件 
Rel s le] = red, j= lrun +l, zr Er = 9D, 
(5. 37) 


此 处 sı (2) = we). sele) es ssn Omar sai (2) = Wee's 
r ADECH NMP), jl ntl, Fal, KG 一 1 .2x 十 
1 都 是 整数 . 4 K0, RAT REA 

| [sc — Pede = Om = La Phy SFL MH l, 


(5. 38) 
HH Oz) G=1.-+,2n +1) BE D P88 REBT I 具有 形式 
aX, I. nt pit tz z at 


2m 
D(z) = 


a K,<0)1<j<mtl, 


此 处 cH w= CP Cm = Os Ly K Kj 0, flee Qn t DRE 
任意 复 常数 . 

以 上 边 值 问 题 也 称 复方 程 (5. 31) 的 Riemann-Hilbert 问题 , 当 
K;<0,1<j<2n+1, ERE A! 不 一 定 可 解 , 因 此 我 们 引入 变态 
的 Riemann-Hilbert 问题 如 下 ， 

问题 BR ” 求 复方 程 (5. 3DF DERE” 阶 连 续 偏 微 商 的 解 
m(*)， 使 它 适 合 变态 的 边界 条 件 

Rees (2) | = rz) + hG j= le 2k tlee PF, 
(5. 39) 
其 中 训 (z) 如 (5.12) 式 所 示 , 但 7 一 1，…22 十 1 . 当下 ,之 0, 我 们 仍 
设 解 w(z) 满 足 条 件 45. 38). 

Bw) BSW EGS. 31) 之 问题 BB, A weet =pl) E 
L,,(D2<po<p) RAFEM. 1 的 证 明 ,wve 与 wwe-ie 可 表示 
成 


十 Sor, K; > 


wee = Papi (2) + Poa ifs 
Pole = &,, (xz) + Py Öget + Pon Pap» 
根据 Green 公式 与 Pompeiu 公式 ,我 们 有 


万- 一 一 1 Partip 1 J Zt! Prue? 
Pron Panes = xlUpt— et xijob ltz do, 


- Wop S Fins i? zmt! Harip | 
5 Maen? ~ Oni f.l re I @ 


= Hmp 2 J Ez: fit Hts] 
r 


Oni t-— z 


= Ain P + Rew Horips 12] < 154 Kon BO 


pope L Asif 2 Ke H npp | a 
Pa, Pgs OH Oni | [Penta lo tz di | 十 Hurip? 


= Haab + Ra Hons Pe |z| < 1.24 Kn <0. 
因此 rw 可 表示 成 
wp- == @,, (z) + Po Pang + Hina i 2 + Roblin sf 、 
(5. 40) 
于 是 
wz) = Wi(z) + gz) = Wie) + Wee) + fi), 
(5. 41) 
其 中 
W (2 = (29+ P {D APO, (8,+P,o,) 
+ RH (S++ PD +. HN, + Ps, 
+H: t PB + H(t PD,, 1) Shs 
Jew =H (Hornpt Rn en Raet ie 1 Ain ip 
AR Hig OP) Foe +P CAFR, (CH; + RH;) 
re: (Hm Re fs) CHa Pt RA ans p), 


[feat f IDE da, 


此 处 Pilz) sH ip Pp. Rut(j=1 p. 20 十 1 如 前 所 述 . 
使 用 [140] 第 五 章 引 理 4, 2 与 定理 4. 3 的 证 法 ,我 们 可 证 We) 
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(5. 42) 


十 f(z) 满 足 
Cyw +f, DIS M,L, [eP], 
Lp LOW + Derr D], LLW + Derz D] <S ML LoD], 
L EW + Na, D] L, LW + Den D] S MOL, [oD], 
(5.43) 
这 里 有 = min la, 1— 2/p,.),2<p.min(p,1/(1—4@)),M;= 
M;i p) j=8:9. 
仿照 定理 5. 2 的 证 法 ,我 们 可 证 
定理 5.4 - 设 2* 十 1 阶 非 线性 檐 圆 型 复方 程 (65. 31) 满 足 条 件 
C. 
C1) 如 果 在 一 定 条 件 下 ,复方 程 (5.31) 之 问题 B 的 任意 解 
wt(z) 均 满足 估计 式 
Lo [Lp (z) D] < Moole) = werti, (5. 44) 
此 处 M ode — TE MK ABZ (5. 31) 之 问题 B' 是 可 解 的 ,其 解 w(z) 
具有 (5. 41) 的 形式 . 
(2) 如 果 条 件 C 中 的 常数 m% = 之 91 适当 小 ,使 得 
qoM, + kM, 一 ls (5. 45) 
这 里 M ,ad, 是 55,43) 中 的 常数 ,那么 (5.31) 之 问题 刀具 有 形 如 
(5. 41) 的 解 . 
最 后 ,我 们 还 要 讨论 复方 程 (5. 31) 在 NIERAS EKI D 
上 的 Riemann-Hilbert 边 值 问题 ， 
问题 4” 求 复 方程 (5. 31) 在 区 域 忆 上 的 解 wa) EEE D 
上 具有 2 阶 连 续 偏 徽 商 , 且 适 合 边界 条 件 
Re[Aj(z)s,{z)] = rl E Pj 一 1 22 十 1， 
这 里 f(z2) =1 GS 1a nt) 15) Ce) = wle) ssie) = ths 
Sm- (2) = Were! Sze) Serre oT ASC) yritz)(j 二 1,… ,2n 十 1) 满 
Rte 
CHEAT SE ba CP (2) EF] S kj = 1 2a + 1, 
gg. 


此 处 aj <a< 1) ;和 ,如 都 是 非 负 常数 ， 整 数组 
K 一 (天 ,天 天) 一 L Ararga,(2) +4 = 1r, 2n ] 
称 为 问题 A” 的 指数 . 问题 A” 的 变态 适 定 提 法 可 叙述 如 下 ， 
问题 8” 求 复 方程 (5. 31) 在 万 上 具有 22 阶 连续 偏 微 商 的 解 
wtz) ,使 它 适合 变态 的 边界 条 件 
ReLAzysifz)] = (2) + hlez E DP, j= lren t L 
HP Aye) (G=1 e at DAF. 22) HAE, 24 K ot, Ay 
要 求解 zz) 满 足 如 下 的 点 型 条件 
Im[A;Ca,)s, (ae) ]= ba 
fen 2K,—N+1, KN, 
kEJ,= 
N—K,+1,-- NHL OSK; <N, 
IX aRES js j=l 2n t DRF. 23) 中 所 设 , 而 实 常 数 bak 
EF k=l, ,2n 十 1) 满 足 条 件 
ihal Skk E Tif = leery +l, 
此 处 名 是 非 负 常数 , 
定理 5 5 设 非 线 性 复方 程 (5. 31) 满足 条 件 C' ,如 果 其 中 的 


常数 9 = Da Fh 适当 小 ,那么 其 问题 BY 存在 一 个 解 w ， 


类 似 于 定理 5. 3 的 证 法 ,可 以 证 明 本 定理 . 从 以 上 定理 ,可 以 导 
出 复方 程 (5. 31) 之 问题 aA" 的 可 解 性 结果 ,类 似 于 定理 2.4 中 有 所 
述 ,但 要 将 那里 的 3 代 以 2n 十 1 . 
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第 三 章 可 测 系数 的 二 阶 非 线性 
非 散 度 型 抛物 型 方程 


本 章 中 ,我们 主要 讨论 可 测 系数 的 二 阶 非 线性 非 散 度 型 抛物 
型 方程 在 多 连通 区 域 上 的 一 些 初 - 边 值 问题 ,其 中 包括 第 一 边 值 问 
题 CDirichlet 问题 ), 初 -正则 斜 微 商 问题 , 初 -混合 迪 值 问题 以 及 町 - 
ARENA. 我 们 首先 给 出 可 测 系 数 的 二 阶 抛 物 型 方程 解 
的 极 值 原理 , 解 序列 的 列 紧 性 原理 以 及 初 - 非 正则 斜 微 商 问题 解 的 
唯一 性 定理 ,进而 证 明 一 些 积分 算 子 的 若干 性 质 , 并 得 出 一 些 边 值 
问题 解 的 先 验 估计 式 ,然后 导出 这 些 边 值 问题 的 可 解 性 结果 ， 本 
章 中 的 内 容 是 文献 [4] 中 相应 定理 的 进一步 发 展 ,不 仅 把 方程 推进 
到 较 一 般 的 非 线 性 情形 ,而 且 把 边界 条 件 拓 广 到 较 一 般 的 斜 微 商 
情形 . 


8 1. 初 - 边 值 问题 的 提出 与 抛物 型 
”方程 解 的 一 些 性 质 


1. 非 线性 抛物 型 方程 初 - 边 值 问题 的 提出 

设 刀 是 复 平 面 C PAN 十 1) 连通 的 有 界 区域 , 其 边界 工 一 
DPE GO<a< 1 不 失 一 般 狂 ,可 以 认为 局 是 单位 图 |z| < 
j=9 


1 内 以 了 一 XT; AHAMW ARERR, H+ T, = {lz z] = 7} 
G = 0,1; A RRA, H T = Tun = (lz) = 1} ASE 
D. 记 G= DXx1, 这 里 I= {0 <t T}, THER. e = 
aG, U aG, Æ G 的 抛物 边界 ,此 处 3G, = {z E D, t= 0) AGH 
EW, aG, = {z E 了 ,t El AGC HM. 
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我 们 考虑 .二 阶 非 线 性 非 散 度 型 抛物 型 方程 
DULY yl sud yr rr dy ds) — Hu, = 0, (zy EG, 
C1.1) 
HP bE ary tl EG), urt Uy Hz try Uy E RB) RE HR, T 
吾 (0< 昌 之 0) 是 正常 数 .在 一 定 条 件 下 ,方程 (i, 1) 可 转化 为 复 
形式 的 方程 
Agta 一 Re[ Wu + Ay. — Awe — Hu, = Az, 26 G, 
(1.2) 
此 处 r= rt iy, DSF (Zot sUsttestasttee) 以 及 


1 
Ay = [Feng ot tote fees Tha dee = Ag (2 betel ptt) + 
9 
I 
名 一 一 2f Fau CS ab ply thy Uae Tua dT = QU ryt yuyu, yla) 
ô zk 
1 
A =- 2f Fa (ztu, tu ,0,0)dt = A,(zyt yuyu), 
t r 


A, 一 一 ['F.cest,2u,0,0,09dF = A,(z,t,u), 
A; =— F€z.1,0,0,0,0) = Aj(z,2), 
假设 方程 (1. 2) 满 足 条 件 C, 即 
1 ) Ag C2 bs tes tyy les s Hae) CICE r the tes lasta) s Ay (zat yu Ha) s 
Ay Cyto) As (aot) Xt ERIE OY OR ale DEC CG) SH 
函数 wet E L(G" ), 均 在 G 上 可 测 , 且 满足 条 件 
LKA SE, (1.3) 
sup (Ag 十 IQD inf A Sq < 4/3, (1. 4) 
|A| Shoop = 1,2, ELA WC] Sky p>4, (1.5) 
Shab G'E G 内 的 任 ~- 闭 子 集 - 
2) 上 述 函 数 对 于 几乎 所 有 的 (xz)EG 及 uC Rie EC wEeR 
关于 wu Ru C 连续 . 
3) 对 于 任意 的 wxE Rou VEC VER G=1,2), 46 ELLE 
处 处 有 l 
Flgstru ut VV) — Floste? 72) 
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=A,(V!—V*)—Re(QOW'—U4)], (1. 6) 

OLKAA sup A+ I /infA<Kq< 4/3, (1.7) 
E.D- DAA. DRACO, gC 1) shor kis pC 4) REE 
KER A... DHR -AH FRR Ee PAB 
圆 型 条 件 . 

车 方程 (1.2) 满 足 条 件 C, 则 它 在 G EA ut) ECG) 
WEG EEE uru, COG) startinu E LlG), E ulz) EG 
上 几乎 处 处 满足 方程 (1. 2) (有 时 将 简称 在 G 上 满足 (1.2)), 这 里 
WEG) =W CGO NWE G ),.C(G) =C(G) .G BG 内 的 
任 一 闭 子 集 . 因此 方程 (1.2) 的 这 种 解 称 为 广义 解 , 简 称 为 解 . 

问题 P 所 谓 复方 程 (1.2? 在 G 上 的 初 - 非 正 则 斜 微 商 边 值 问 
前, 即 求人 1. 2) 的 一 个 解 ele ECG) ,使 它 适合 初 -边界 条 件 : 

u(z,0) = glz), zE D, (1.8) 


Du + odast)u = rest) Bll Rew.) + ou = t, (est) € 3G 


(1. 9) 
此 处 v 是 边界 9G, 上 每 一 点 (x,t) 上 的 向 量 , 且 平 行 于 平面 + 二 0， 
Alz,t) =cos(v z) —icos(v, y) XE rX {t= 二 0} 上 有 39g8/3v 十 og 一 
ro RIR gl) ,ACz,t) ,aolz,t) ,T(zst) 满 足 条 件 
Cle, D] S hoz,t)costy,n) > 0, (2,1) E€ 3G, (1.10) 
C7,90G,] = Carel, 3G, | 
F Canaria Gy] + Coola Gz] S kos 
7 = Axo, Cgs[r,a Ga] Shes 
其 中 为 边界 点 (z,2 € 3G: 上 的 外 法 向 量 ,中 $< a< 1), koske 
都 是 非 负 常数 . 边界 AG, 可 分 成 两 部 分 , 即 E*C {(z,t) € 9G,， 
cos(¥,n) 0,020} SEC {(z,t) € aG,,cos(v,2) [0,065 0}, 
HEN £E=@2,E*U E-=aG,,E* NE = E. AF 9G, 0 l 
=t = BR.0LH ST} 的 任 一 分 支 , 有 可 能 出 现 三 种 情况 之 
—~1 LCE. 2. LCE .3 在 Li =s ENL AL =E NL 
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(1.11) 


中 的 每 一 个 分 支 上 ,至 少 存在 一 点 ,使 得 cos(v.n) AO,ME ML, 
= {ar yh oo Qe} 0 <i mgm! <oo, AM Lt ,L7 的 每 一 个 
SXBECHEANAS CHA ASE 4,2; 上 向 量 v 的 方向 与 
L 的 方向 相同 时 , 则 ai E Lt EL ;而 当 在 @j,al; 上 向 量 与 的 
方向 相反 时 , 则 ae Lr a; E LEH Cst) MUU a, Ro Ai 
点 的 两 个 分 支队 cos(v.n) 要 改变 一 次 符号 . 我们 可 设 
ulad = BADA € B= thene f= lom, (1.12) 

这 里 bj(2) 是 已 知 的 连续 函数 ,满足 条 件 

Clete) I, ) Sk oo, j= lym, (1.13) 
此 外 , 当 在 AG. X {f=} 的 任 一 分 支 ,车 有 coslv,n}) 二 0,0=0， 
那么 (1.9) 应 代 以 一 适当 的 条 件 

ulz d) = riz, t) izt) € 9C 一 局， (1.14) 
其 中 riz PIE He fF 

Ctl, [rl2,2) IG] by. 

上 述 初 - 边 值 问 题 简称 为 问题 P. 带 有 条 件 AG = aG: 的 问题 
PREAH D). BARE cosy.) =1,0=0, (20) 
€ 9G, 的 问题 了 称 为 初 -Neumann WHS N). 而 带 有 条 
Ficosa) > 0, (2, HCIG HR PRA ENB A 
题 (问题 OD. 

下 面 , 我 们 介绍 二 阶 抛物 型 复方 程 解 的 若 于 性 质 ,这 些 性 质 包 
括 抛 物 现 复 方程 解 的 极 值 原 理 与 列 紧 性 原理 等 . 使 用 解 的 极 值 原 
理 , 可 以 证 明 前 述 初 -正则 斜 微 商 边 导 问题 与 初 - 非 正 则 斜 微 商 边 
值 问 题解 的 唯一 性 . 拍 物 型 复方 程 这 些 解 的 性 质 将 在 以 后 各 节 中 
(i FAS. 


2， 二 阶 抛物 型 复方 程 解 的 极 值 原理 

设 卫 是 复 平面 2 LHAARRR.WUrecho<e< DAW. 
又 TI 一 10<ST) T 是 一 正常 数 , 则 C 一 忆 X 了 是 一 柱 形 区 域 ,而 
9G 一 3G1U3Gs 是 G 的 抛物 边界 ,这 里 3C, 是 区 域 如 的 底部 ,oaG2? 为 
G FM zz. 
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我 们 考虑 二 阶 抛物 型 复方 程 (1. 2) 的 线性 情形 EE 
Agta — Re[Qu,. + Aw] — Au — u = As (2,10 EG, 
(1.15) 
如 果 系 数 A,=A,(z.t)(J=0,1,253) Q=Qz DREREC 及 
Cital G] < boo = A = 051,2),0,Ci, [AG] Sk, 
这 里 a(O<a<l1) k MEERE HRA RS 1. 15) 
HERC. 在 此 条 件 下 , (1.15) 在 G AR ule OME AE, 
EI ulz, t) CC? CG) , TREE tes the steers tes tp, ECOG) H uC 2st FE 
G 内 均 满 足 方程 (1. 15?， 如 果 线 性 方程 (1. 15) 满 足 条 件 Ce, 又 
Ae (zt) 220, A 220, 和 As (ret) E0, A (252) 0, (2,2) CGB 
么 我 们 分 别称 (1, 15) 满 足 条 件 C+ 和 条 件 C+， 至 于 具有 条 件 忆 的 
非 线 性 搜 物 型 复方 程 (1. 2), 当 我 们 将 其 解 x(tz; 丰 代入 (1.2) 的 系 
数 之 中 ,那么 可 把 非 线性 方程 (1. 2) 看 成 是 形 如 (1., 15) 的 线性 方 
E. RNMBAEC SHH:-A Cet) 0, Age. t) Sorte CG 内 几乎 
处 处 成 立 记 为 条 件 C+ ,而 把 条 件 忆 与 条 件 :As Crt) 20, Alest) 
OTE G 内 几乎 处 处 成 立 记 作 条 件 C". . 
定理 1. 1 设 线性 抛物 型 复方 程 (1. 15) 满 足 条 件 C- ， 又 
u(zyt) FeCl. IDE G ERREZE, MA ule. O7EG EIEN RK 
于 边界 AG 上 达到 ， 
为 了 证 明 此 定理 ,我 们 先 给 出 一 个 引 理 . 
引 理 1. 2 在 定理 1. 1 相同 的 条 件 下 ,方程 (1. 15)( 当 Alet) 
二 0, (Cz 了 EG) 在 避 上 的 连续 解 在 边界 3G 上 达到 它 的 最 大 值 ， 
证 我们 只 要 证 胡 引 理 1. 2 对 柱 体 区 域 5S 成 立即 可 ,并 不 妨 
RIES = {(z,0)| j| SL 0KS. 选取 一 复方 程序 列 
Azua 一 Ref ru + Alu] — Au — u = Aln = 1,2,.., C1. 16) 
其 中 系数 A= Al) G=05 1.2.3) SH—Oe ES LEE 
可 微 的 , 且 满 足 条 件 Ct ,又 AM j=0,1,2,3),.0" Ik LGDA) 
范 数 分 别 收敛 于 A;(j 二 0,1,2,3),Q@， 关 于 系数 A(z.) (一 0,1， 
23) F OW FEE WT SBS4Hl121). 现在 ,我 们 求 复 方程 
(1.16) 带 有 边界 条 件 
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u, Zt) = uiz), (2,4) € AS = 9S, J aS, (1.17) 
Z Dirichlet [a] 2A) — THF u. (zt) 5X BAS, = (2.2) | |z| <1 = 
0} aSa = {0D | lel =1,0<0S1) AF xz, 满足 如 后 面 $ 3 定 
理 3. 2 中 所 示 的 佑 计 式 ,因此 可 以 {a(z* 的 } 选 取 一 子 序列 ,使 得 它 
TES 上 一 致 收 敏 到 函数 ut). ARE SC. 16) 满 
足 条 件 Ct ,其 解 zm(z 光 在 SS 上 的 最 大 值 在 边界 aS 上 达到 . 因此 
ulz D RARE. TIEL 2 得 证 . 
定理 1. 1 的 证 明 ”假如 (1.15) 的 解 u D EKR G 的 一 内 点 
取 到 正 的 最 大 值 M, 但 在 G 的 边界 3G 上 取 不 到 它 的 最 大 值 M. 
te E= i (zt) lutz D =M (2.2) EG}, 我 们 可 找到 一 开 集 FDDE， 
使 得 在 下 上 ,wtz,t) 之 及/2, 且 使 FF 的 边界 由 一 些 光 滑 划 曾 所 组 
成 . 我 们 考虑 PF 上 的 复方 程 
Agua — Re[Qu.. + At] — u = A, (1.18) 
Hh A=Alz Ale Dale D AnD 0 (DEF .根据 
引 理 1. 2,x(z, 纪 在 下 的 边界 3 已 上 达到 它 的 最 大 值 ， 此 矛盾 证 明 
定理 1. 1 中 结论 的 正确 性 . 
类 似 地 ,我们 可 证 以 下 的 最 小 值 原理 ， 
定理 1.3 设 抛物 型 复方 程 (1. 15) 满 足 条 件 C7 Lea 
(1, 15) 在 G LAR NR ez DEC LAA RH RMA 
么 此 最 小 值 在 边界 3G 上 达到 ， 
证 Welz. =— ulet) FEM ve, EAL 1, 便 知 定 
理 1, 3 中 结论 的 正确 性 . 
定理 1.4 设 复方 程 (1. 15) 满 足 条 件 Ct aR CTR ule) 
是 (1.15) 于 辟 寺 的 连续 解 . 如 果 ulzi) E 9G: 上 的 一 点 P= (zo， 
to) 取 到 它 的 非 负 最 大 值 或 非 正 的 最 小 值 , 那 么 有 不 等 式 
u(P,) — u(P) 


lim py > 0， (1.199 
=F at 
或 

Tm “Po 一 xD — 9, (1. 20) 


mr, PoP) 
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其 中 点 P 一 (z,1) EG HBA (BEF P,.cos n> 0,n 为 边界 
29G: 上 点 PRIE (P) Pk Ps P AREK. 
证 我 们 在 G 内 作 一 个 以 点 Po 为 切 点 的 内 切 球 5, 其 球 心 在 
MP = Got.) ,而 以 ROOFER. Mas 表示 G 的 边界 球面 . 引 
入 辅助 函数 
VEP) = eH HU] gant ， (1. 21) 
Hi P= |2z-2,)?, 六 是 一 待定 正常 数 . ADAH: ESKAE P 
EAV WE S HHR aS 上 ,7Y(P) 一 0 . 经 过 直接 的 计 
算 , 我 们 有 
LV = AV a — Re[QV n + AV] — AV — V, 
= ea AC b + Er) — HRe[Q(z — 2,)*] 
+ 6Re[A, (2 — 2,9] + 2604 — 1,9} — AV. 
i Sis {|e r P+ ltt |? RR’. |z 一 z | 之 R/2) HER IEM db E 
大 ,使 得 在 S, 上 有 LVY>>0 、 作 辅助 函数 
WP) = eV(P) + u(P) — ulP,), 《1. 22) 
HERENEN e HESH le al = RD EAW 
0, 而 在 33 上 有 WIPS. 注音 到 
LW = elLV + Lu + AP uP) > 0, PES, 
依照 定理 1. 1, 我 们 看 出 :在 $ 上 有 卫 (P) 扫 0, 由 于 Y(P)=0, 这 
可 导出 
u(P,) — u(P) >— efV(P) —VUP)], PES, 
让 PESHE SE POSNER AGT Ps, 有 
u(P,) — u(P) av 
me r(PoP) > * On 
注意 到 条 件 
cos(i,2) > 0, cos(i,5>) > 0, lim 
RESP, 


= 2ebRe~*” > 0. (1. 23) 


utP,) u(P) 
rP, P) 


这 里 S$ 是 在 3G: 上 点 Po 的 切 向 量 , 这 样 从 (1. 23) ,可 得 不 等 式 


,uw(P)—u(P) (Py) uP) 
rete, (P,P) esteem), im (PP) 


= 0; 
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， “u(P,)—ul(P) 
+costi,5) dim. PP) 


这 证 明了 {1.19) 式 成 立 ， 
设 x(P) = 一 #(P)， 并 使 用 以 上 不 等 式 , 可 证 在 相应 的 条 件 
下 ,不等式 (1. 20) 成 立 . 


3. 可 测 系数 的 抛物 型 方程 问题 P 的 唯一 性 定理 


为 了 讨论 方程 (1. 2) 之 问题 P 解 的 唯一 性 ,我 们 还 要 假设 
d. DRERI 
DILAH AY izt) ECOG), j=1:2U let) VDE 
L(G) EG LF 
Fiesty va! U,V) — Flestu sui UV) 
= RelA a! — w), + Alu — u?)], (1. 25) 
HH AU=L DREA: 
Lal ALG] < œ, j= 1,2. 
我 们 把 条 件 1)--4)? 简 称 为 条 件 C . 和 如果 方程 (1. 2) 是 线性 方程 ， 
ABZ Fete C 与 条 件 和 是 相同 的 . 
定理 1.5 在 条 件 C' 下 ,方程 (1. 2) 的 问题 P 至 多 有 一 个 解 . 
证 设 w(z1 中 (==1,2) 是 方程 (1,2) 之 问题 P 的 两 个 解 , 容 
易 看 出 :xz 一 xzt 一 zfzst) 一 (zt 是 以 下 初 - 边 信 问题 的 一 个 
解 


=o. €1, 24) 


Aoife: — Ref Ou. + Ayu, | 一 A,u “一 Hu, = 0, (zt) € G, 


(1. 26) 
u(z,0) = 0,2€ D, (1. 27) 
2u + Gu = 0,¢2,¢) € aG,, (1. 28) 


此 处 


I 
A, = | zs vw pqss)dr, s = a tu! — wi)s, 
a 


=~ 2] Fetwsprgsddey q = uh + Wl — was 
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A, 一 一 2| Fat prgssdde, $= 2 + tf Oe 一 wu), 
9 


A, 一 一 | v= 十 tu — e), 
o 


aA RRM — NER Uu * RH B 是 一 个 待定 实 常数 ,于 是 
复方 程 (1.26) 转 化 为 
AU» — Re[QU, + AU] — (A, + HB)U = HU,, 


(1. 29) 
而 函数 UCz,z) 满 足 初 -边界 条 件 
Ulz) =0,2ED, (1. 30) 
ay + o€z,t)U (zt) = 0, (2,4) € dG, (1. 31) 
Ua, =O,27E7,, j= 1, sm, (1. 32) 
U(z.t) 一 0,€2z,t) € dG . (i. 33) 


选取 适当 的 常数 B.E H BHi A0, WRU OES E 
点 Ps 上 取 到 正 的 最 大 值 ,那么 由 定理 1. 1, 可 知 点 P EGU 
IG} ZE Tr = UF. 如 前 所 述 ,对 于 9G 门人 一 to 一 常数 ,0 二 
STIRE- HE ,可 能 出 现 三 种 情形 ;1. CE*. 2. LCE. 
3. Æ L =E NL, 1L7 二 上 FE" 门 L 的 每 一 个 分 支 上 ,都 至 少 存在 一 
点 ,使 得 cosCy,n) 隆 0 . 如果 对 情形 1 或 情形 2,PoE 忆 ,于 是 在 点 Po 
上 ,有 


PU + ole U(22) > 0 <0. . (1. 34) 
这 与 (1. 31) HAFA AERA REER 1 与 情形 2 . 这 样 ,点 Po 
在 LIL 的 一 个 分 支 上 ,可知 P & {TU aG) ,根据 前 面 同样 的 
证 法 ， 可 以 得 出 : 在 点 Po cos(¥,n) = 0,0 = 0; 因 为 否则 ， 由 
(1.19) 得 到 在 Py 24 > 0, 这 样 也 要 导出 矛盾 的 不 等 式 (1. 34). 
ALL, 表示 Li RL 上 包含 点 Po 且 和 使 cos(v,n) = 0,0 二 0 的 最 长 
曲线 . 易 知 a(l <jam) FEL 的 端点 . MRL FAB aS 
Sm) MBAR A P E LNL EBER P ,可 能 出 现 三 
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种 情形 之 一 ;DcosCy,n) > 0,dU/an > 0, costus) > 0(<00),aU/ 
as OO) .glP') 之 0 于 是 在 点 天 上 有 

+U = aT eost, ny + PU costy5) + U > 0, (1.35) 
这 里 s BEL 上 点 is en 2)cos (u,n) <0,0U//an > 0. 
cos(¥,s) >> 0(<09) 3U /as0( 20) .o(P <0, FEES PLA 


= +A = a eost, n) + PY cos(vss) + aU <0, (1.36) 
3)cos(v,n)=0.640, FECA POA 
au ; 
yt ali AO (1.37) 


这 些 不 等 式 都 与 边界 条 件 (1. 31) HAFA WEL 包含 一 点 由 (1 
<j <<!) ,那么 在 此 点 几 的 邻 域内 ,有 两 种 可 能 出 现 的 情形 :1) 
在 点 名 处 v 的 方向 与 的 方向 相同 ,那么 存在 一 点 ,属于 以 为 
起 点 的 一 曲线 ,而 此 曲线 位 于 L 中 ,使 得 在 天 上 有 costv,n) SO, 
0 之 0, 因此 在 点 记 , 有 


Ca <o, (1. 38) 


或 者 在 点 产 上 ,有 cos(vsn) <0,0U /dn>0,cos(y,s) > 0.0 fas 
0,0 一 0, 这 样 也 有 不 等 式 (1. 38). 这 与 边界 条 件 (1. 31? 相 矛盾， 
DEA d Av AAS LATA BARES PF ie’, 
为 起 点 的 一 条 曲线 上 ,而 此 曲线 位 于 L 中 ,使 得 在 点 P, H cost, 
n) 20,0>0, AKER PLA 


a +U>o, (1. 39) 


ROE P Econ > 0.050 ABAU. 39>. 而 (1. 39) 与 
(1, 31) 是 矛盾 的 .于 是 必 在 闭 区 域 C EA Uso 
zz 一 BanS0O .类 似 地 ,我 们 也 可 证 明 U Ce.) 不 能 在 和 上 
BY figs Ba Ma BE G EA Oe 0, Ra u Cet) — ulet) 
20. WEG ELA ale ot) =m lz t) RL. 5 证 毕 . 
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4. 二 阶 抛物 型 方程 序列 解 的 列 紧 性 原理 


我 们 要 证 明 形 如 (1. 2) 的 抛物 型 方程 序列 解 的 两 种 列 紧 性 原 
理 ， 考虑 二 阶 掀 物 型 方程 序列 
Atu,, 一 Re[ Oia + Aju,] — Aju — u, = dn = 0,1,2,". 
(1, 40) 
其 中 系数 A= A" (25t),f=001, 2.9 7 =Q (zt) n= 1,21 KR 
足 条 件 C, 且 示人 一 0,1:2,3)， Q 分别 按 L(G) (p> 4) ERK 
F AX j=0,1,2,3), Q . 
定理 1.6 设 复方 程 (1. 40) 满 足 条 件 C 及 如 前 所 述 的 其 它 条 
件 ， 如 果 ulz dD EA. ADE G ARE ae DECRG) n=1,2, 
er), E funtz) ) (ae D] E G ARMER EEATT 
4 RAR BAA Ala et ER FRI EE G 的 内 部 一 
rite eB C1. 40) 24 n= OBS RE utz). 
证 我 们 构造 一 个 在 G 上 具有 连续 偏 微 商 的 函数 2.2.0 € 
CG) 如 下 : 
galat) = {oe < ca gE) <1. zt) E Gin\Gas 
(1.41) 
这 里 Gs 二 {zs1) EG |dist((z,£),0G) 2 1/m}.m 是 一 正 整数 .不 
SEB A lt et) = Bn estan (2 D EU F Dirichlet 边 值 问题 的 一 个 
解 . 
Auza 一 Ref Qu — ue = CF, Gt) EG, (1.42) 
uZ let) = 0, (zt) E OG, — (1.43) 
其 中 
Cz = Bus[ReC4ix) + Azu, ~ A$] + lAn 一 REC Ene) ] 
+ 2Re[L A3g wtss 一 BM Smettar |. 
依照 后 面 的 定理 3. 2, 我 们 可 证 ue (zt) =E Etun (2 0) Gun 上 
的 估计 式 
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Cat Cn] EM,, laz loza» = M,, (1. 44) 
这 里 POCELA) M =M; sg, prasko kis Mins garGn) (j=1,2) 
都 是 非 负 常数 ,而 Mim max C° Lun Gim]. IEJ (ut aot) ,我 们 
FY EFF A tem Ct) fs MEIG itim CZE) } r (clam Ct 在 Co 上 
分 Hil — BW BEB wo zt) peor (Set) > MI iine (Zot) a Unna) } > 
{une (2 t) E Gn ESC RRB tio Cz st) otto (eet) suyul). AHH 
Uh ERK m= 2, AAE G E, ulest) =u, (2st), Me (2 EG 
上 存在 一 子 序列 'wwz(z.2)}， 再 取 m=3,Wive (2.0) PURER 
G 上 的 一 子 序 列 !wsakz 圈 }. 当 和 >co 时 , 它 在 G 上 的 极限 函数 为 
ualet), H WMM, WA (etm (zoe) tm 之 3} 中 可 选取 一 子 序列 
{gm ltt) t ETE Gm 上 的 极限 请 数 为 wo (2.0). 最 后 .从 CG 上 的 序 
列 {gw (zy 区 ;选取 对 基线 序列 teen Ce) Cr = 2435450), 
{ttma C29) } r Attan C2929) TE G AY AL BG SP tl — BM BE BY ualet) 
toe Oz ok) s fil (thw (298) s {ebm ZE) (thm (202) HE G ABB SP Sl 
BERA torli) oto lz) valet). 而 极限 函数 uo (zt) EER 
方程 (1. 40) 2= EG 内 的 解 . 

为 了 后 面 的 使 用 ,我 们 给 出 一 个 引 理 . 

引 理 1.7 mk. Ome Le G] o, p> HEC 
上 几乎 处 处 收效 到 0, 那 么 有 

L, [es 一 0, H n — oo, (1.45) 
这 里 paS ARN. 

证 由 引 理 1.7 中 所 述 的 条 件 , 可 知 :对 于 任 给 两 个 足够 小 的 
TER se, 必 存在 殷 的 一 个 子 集 C. 及 一 个 足够 大 的 正 整 数 ,使 得 
meas <e, M lelet) | <a (222 EGG. 24 aN. 根据 Holder 
不 等 式 与 Minkowski 不 等 式 , 我 们 有 

Lp Le GIS Lo LesG. ] + Lp Le GG. ] 
Se, + (xT) =e, 
这 里 es =suprceccodip, eG] 如 果 M= Lelen G] BA 
Lyles G] S ML, (146. ] + (rT) = eE , (1.46) 
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此 处 问 是 一 常数 ,满足 2 委 记 所 身 <co ,而 pi = poti! pi — po). 因 
此 有 (1. 45) 式 . 
最 后 ,我 们 考 虚 非 线性 抛物 型 方程 序列 
Amtn — Rel aiss + Ante] — Anu — Hu, 


= Ay (zt) EG, (1.47) 
Hp n=1,2,- G={GHEG, dist ((z,t),9 Ge 1 pp RRR 
Ags Q, Ajs (zt) € Ga 
A = | Q, = -| A; = | ?二 1,253, 
” ii, o AT Io, ? (zt) € GG.. 


定理 1.8 设 (1.47) 中 的 方程 均 满 是 条 件 C. 如 果 ulet) 
Cn 一 1,2,…) 是 (1.47) 于 避 内 的 解 , 具 {uCz,2), lu (ee dE G 
的 内 部 一 致 有 界 ,那么 队 {zwCz,t)} 可 选取 子 序列 ,使 它 在 避 的 内 
MBO RA) uolet) ,而 此 函数 是 方程 (1. DF C 内 的 一 个 解 . 

证 ”类似 于 定理 1. 6 的 证 明 , 我 们 可 构造 一 个 二 次 连续 可 微 的 
WW gmtz, 引 ,如 (1. 417? 式 中 所 示 , 不 难看 出 :函数 a (252) = 
Saletan zz PA iH a Ie a aR: 

Amts — Rel Qrun] — Hat =C, Ga th€G , (1. 48) 
th zt) = 0, (DEAG , (1. 49) 
其 中 
Ct = g,ReLA,u% 十 Anur + As) + ut [Angee 
一 Re Q, Bee) | + Rel Aog mte — Qrati]. 

使 用 定理 3. 2, 可 得 到 wr Cest) = u, (2 OG, 上 的 估计 式 , 如 
(1. 44) Ata. REA ar (eae) RR FPA {un Cest)) ,使 得 
{ttm (292) } Cian (25 0)} FE G BY A BS Bl — Be OR BY wo (zt), 
toxfzt)， 然 后 我 们 考虑 关于 te = tlm (zt) ug (2 OH E 

Animes 一 Relie] 一 Hn = C8, (t) EG, (1.50) 

et = 0, CHE a, (1.51) 
此 处 

Cr = g Rel Anti + Arnim H Aan] 十 thm LA Snes 
一 Regn) | + Rel Ag — Op minns] s 
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5X BA, j=0.1.2,3),0, 类 似 于 (1. 48) 式 中 的 Astn 一 0,1,2,3) 
5Q, 注意 到 条 件 C, 并 使 用 引 理 1.7 ,可 得 
L, [Cr,G] ”0, 当 n> ow, 


再 使 用 定理 1: 6 中 的 同样 方法 ,可 以 证 明定 理 1. 8 中 的 结论 . 
$ 2. 初 - 边 值 问题 解 的 内 部 估计 


在 本 节 中 ,我 们 不 仅 给 出 某 些 二 阶 抛物 型 方程 齐 次 Dirichlet 
问题 解 在 CC 是 G 内 任 一 闵 集 ?中 的 估计 ,而 且 还 给 出 这 
种 解 在 空间 WEG SWE NWE OG" ) 中 的 估计 ,这 些 估 
计 将 在 证 明 二 阶 非 线性 抛物 型 方程 一 些 初 - 边 值 和 河 题解 的 存在 性 
时 使 用 到 . 


1. 一 些 积分 及 其 性 质 
首先 ,考虑 简单 的 抛物 型 复方 程 
iu =u, — Hu, = Ay, (2,t) EG, (2.1) 


其 中 A= As z O99 BARA 
LLA; G]<k. pod, 
而 p(>>4).HC>0) eB RAE HRM. 我 们 把 求 方程 (2. 189 
uz HEC UG) ,并 使 其 适合 齐 次 边界 条 件 
u(z,0) =0,2ED, (2. 2) 
u(z,t) = 0, (z,t) € AG, (2. 3) 
简 记 为 间 题 D, . 
引 理 2. 1 Kuz DEHE DAB DWH. alee 
WEG) BAAUPTRER: 
Lilt G]< Llu GC], HL[uG]<L[Lu.G], (2.4) 
Llus] S Llu. G] < Lallu G], (2.5) 
JH dbs D FLAC), C2. Sa M D E NN 二 1 连通 圆 界 区 域 ， 
要 使 问题 Dot We (2.2) E 3Gs 附 近 等 于 0, 则 (2.5}) 也 成 立 . 
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证 ”我 们 先 设 问题 DOR ule DEG LADAKH, MD 
uz D EC O. 容易 看 出 ，: 


[ii |Zu Ndrdydt = N [us 一 Hu, |'dxrdydt 
G G 
= 0 (us|? + | Hu, | dzdydt 
G 


— Rell] Huaudrdyde (2.6) 
由 Green 公式 ,有 
2Re|l] Had TA ydt = Ref] Cau). 一 uu, \dxdydt 
G 


= Ref +f | udzdu 一 ff oazayar] 
=— Ref] iue, T) ldsdy <0. (2.7) 
于 是 对 于 ule.) CCH (GEG) ,从 (2.6),(2.7), 便 知 
L,(teG] <L,[Lu,G], HL,[u.G] < L,[Lu,G. 
由 于 COE WQS HAE AMA. 4. 其 次 , 注 
FY ulz) ECT G) E 


[tta |? == tntto = (hti) 一 | thes |? — 2ReL uous 
= (|u| Ja 一 linl? — 2Re[ Cwm); — |tnl’] 
即 [tss |? = | ates |?—C [ete |? Jat 2RE Ctt) 
= |u|? +Rel Cente )2— Cetettes de], (2. 8) 


EE D={|z}<1}.M ulz t) =00 HEH ReLizw, ]=0,24 [z|= 
L Fla 


T jun | dzdydt = f luns [sd rd yd 
& G 
— Re ty) — , 
Re z; ff ete ), — Buu, l\dedt 
1 
= 2 = S 
= IIK dzdydt + 4 Im| | udud 


= Í. juu dad ydt + 1f f me- ižu,) (dizu, — u diz) Jdt 


«tas 


< fl. luu |*drd yedt — an |u, |*dOde < b. la | idxd yet ， 
四。 在 2 


(2.9) 
这 也 可 从 [140] 第 一 章 公 式 (4. 35) SH. m D E N 二 1 连通 圆 
界 区 域 时 ,又 ul DE 3G: 的 附近 等 于 0, 那 么 从 (2.9), 易 知 有 


于 jun | dedydt = [| c dre yee . 


由 此 便 可 得 到 不 等 式 (2. 5). 
记 
A, = SUP Lolite G/L LG pol; 


这 里 LELusG] 关 0 MO. DE, A Al 。 根据 Riesz-Thorin 
T, 必 存 在 一 正 数 ce 使 得 对 glg), 当 2< 之 吉之 2 十 &， 有 
odp <1, 因 此 对 于 Lue Ly G), H Llu GA ARRERA 
Golo Lt GE gtp [La.G] < Lo llu GC]. (2. 10) 
现在 ,我 们 考虑 二 阶 线性 抛物 型 复方 程 
Apts — Re[Qu.] ~ Hu, = An (z) EG, (2.11) 
并 证 明 以 下 定理 . 
定理 2. 2 设 方程 (2. 1DBEREC Mule QOEWR (OE 
(2, 11) 之 问题 DD 的 任意 解 ,那么 wlz: 四 满足 估计 式 
LC us| + late] + [Hu | GISEM, = M (6,gk ,PG), 
(2.12) 
4DERAUA. 如 果品 是 NN 十 1 连通 图 界 区 域 , 则 要 设 ules) te 
3 Gs 附近 等 于 0, 也 有 售 计 式 (2,12). 在 (2. 12) 中 ,MM 是 仅 依赖 于 
sgk pC HAE AMR. 
证 id A=inf. A, o #H ARC. 11), BR ale cE TO-A 


值 问题 的 一 个 解 
Tu = Ayus — Re[ Gur, | — Au, = As, (2,4) E€ G, (2.13) 
u(2,t) = 0, (zt) € aG, (2. 14} 


Hep A=A,/A,j=0,.3,0=-Q/A,A=H/A. RFE 13) 
改写 成 形式 


Tu = Lu + (A, — lu — Ref ĝu] = Ay, (z,2) E G, 
(2. 15) 
此 处 Lu 二 ws 一 各 uw. 人 队 (2.15), 易 得 
[Lu| < [Zul + |A — lus — Re[@u.J|, (2.16) 
这 样 必 存在 一 个 是 够 小 的 正 数 am, 使 得 
| Lae |? reg) [Ze |? ++) | (Ao — 1) ae Relu]? 
Ear G E [As |?-+€1+e0) "supL (CAs— 1? 
HIQI [meee |? [eee [29]. 201 +e <I, (2.17) 
这 里 我 们 设 
7 = sup[(7 一 1? + &a< +, (2.18) 
以 上 不 等 式 可 由 条 件 (1.4) 导 出 ,根据 引 理 2. 1, 有 


max| 人 ltal drdydt, IRES | dad ydt, 
G 


f1 arayar |< 由 Pearaya ， (2.19) 
《 见 [4],[139]13》 ,21)) ,于 是 由 (2. 17) ,可 得 
Waraya <at ezo || 1A Pda ye 


+20 十 eyf] Izul ’dzdyar , (2. 20) 
因而 有 
1+ ¢6' 


—_ 一 © 2 
oleateardya < i ll, drdydi . 


(2. 21) 
注意 到 条 件 C PRR. 5. KAC. 19,02. 21), 8 RAR 
(2. 12) 成 立 . 

+ ”如 果 用 方程 (1. 2) 代 替 方 程 (2. 11), 只 要 (1.2) 之 何 题 Do 
的 解 ulz EITA 

Cilu, G] = C u, G] + Cu GE M, (2.22) 

XM EAE A g, BR ul O he EA. 12) ,但 
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其 中 的 常数 Mi=M.(6,9.b pC Mo) 
2. 初 - 边 值 问题 解 的 C3 和 ,内 部 估计 
我 们 先 证 明 几 个 引 理 ， 为 此 ,引入 酒 数 
E(z,t) = i > 0 (2. 23) 
0..4¢<0,R 724 = lel =0 外 ， 
B = aD EDS KBs 都 是 复数 ， 
f?* ,都 是 实数 ,又 + 是正 常数， 
引 理 2. 3 如 果 存 在 正常 数 pro: 使 得 对 rire E lzosto) EG: 
= [ (zt) EG dist ((z.2) 30 Sd>0},- RMA RSK 
T, o m Lula) — ul, t 一 2Relz — Yu, t) ] 


x Ele — zt — t] — e i "dadydi = ky, (2. 24) 
这 里 妈 是 一 非 负 常数 ,那么 对 Ga ABER Gt) C20) 
Jul st!) 一 wat | S Mz — 2) + | 1", 
Ep 
9-9 [tt Gal < M: = Milros bsk Ga). (2, 25) 
证 Pre, ets elre ， 我 们 先 讨 论 
=H id wv(z,t) 一 wu,(z3t), 易 知 有 
= fule!) — ule, t) 一 Rele — foe! — vz 2)? 
L 2{Lulz.t) ~ ulz!) 一 Rele — zoe! ) 
+ [ulz — ulz, ) — 2ReCze — z!u(z', 297} 
= f+ 53, (2. 26) 
此 处 J= 2lu tzt) — ule! t) —-2Re(2—2! Yule 2) FCj= 1,2). 设 
amulat —ule ot?) c= ule!) ule! 27), 
6=2al (2-2 e+ a re] Ce PE Ce e, 
我 们 有 
= |a|? + Z2lz—2'[*fe|?-—@. (2. 27) 
FR Elemz',t ome. 26) FRG B= Bo? 积分 ,注意 到 BCR? 
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= Be) jx r= ('—27)/2, 28 


z2 —r]Ž 
E@ — z, — t) = g” = 4, 
即 
r Ie! z]? 
wz] I e-a > 1, (zt) € BB, 
B+2 B+2 
二 一 > | 去 » (zt) EP, 
Î bE 一 zt — Ot) daedydt 一 0， 
B 
因此 


1 _ 2 
ler |? Sky icr Eee — zt — t) Eddydt 
< atte (EG — jt! — 2) |t —t|-P dnd ydt 


+ [| Eee — eet — De = el dedydt | 
< kerf t kas (2. 28) 
此 处 measB' 二 Otr?),k, 包 都 是 非 负 常数 . 注意 到 r= [2-2 1/2, 
可 得 
Jef = jul t) — vlz! t| = huk t) 一 uit) | 
< Okk e — PR = le — PP, (2. 29) 
其 次 ,从 (2.29) ,可 知 对 Gs ARERR). (22 
jute! yt?) — w(x? 0?) | 
< vat sh) — vlt, | + oe) 一 vO?) | 


< hy jt! — E + fu el 2) Cv. (2. 30) 
如 果 我 们 能 给 出 估计 式 
luz! 2) — ul Pl EC | (2.31) 


Hk BAER RR. Mid r= |z'—2?|*/2,45 
a= ulz t) — ule t) + Rele 一 zt Jule 天) 
— 2Re(2° 一 #Jvl t), c= v(2',2) 一 vl of), 
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J = fuse st) — utt) + 2Relz 一 Jule) 
— 2Re(z ~ ule! yt)", 

那么 可 得 

lai? + Biz ~ | cl? b L lulz, t) — ulet) 

一 3Re(z — z! eolz FY + [ult 一 uz? yt") 

一 2Relz — 2 ole? 22) = J3 4, (2. 32) 
此 处 5 是 类 似 于 (2. 27) PRR BAH, 一 te 一 we 
)— 2Relz—2 ule 22 * PU=3.4). He. 3233 B= Bee’ 
积分 ,可 导出 

ler P< aslelrff E(t!’ — 22 ~~ tel aad yal 


< weli, JE ~ z, P D jE 4) Hd rd yd 


+ T ee — zt — De — tl? ded ydt| 


SS 2k kyr**?, (2.3 
这 里 B= Be, bE eR, St, Be 
lef = julet, 一 wz? 427) | <2! bak, bot 一 如 1. (2. 


联合 (2. 29},{2, 34), 便 可 导出 不 等 式 (2, 25). 
为 了 后面 的 使 用 ,我 们 记 


其 中 Lu=un—u,/4, M; =M A G=3,4). 
根据 (2. 23) Ez OH EKER TER, RRB 
取 H=1/4. BAYER r= 2/4 ,使 得 Hu =u,/4. 特别 当 H= 
Ly UY m= ce, /4 » HY et tH BY HG C2. 23) PRA BH t. 
证 ”注意 到 
Au 一 402 = (ra), + r ugs 
我 们 有 


Lu = ua — Hu = Gu ~ Hu 


= fOr tru), + rund 一 Hu, 
TER 
p =— r2 {Zi yt, 
用 I, ER Cyl 在 以 上 变换 下 的 像 ,不 难 敌 出 ， 


Va Ja 
re), pup)p tn tee 
r 4pn "ri ae? 


l ef ~ 
= 4 |j, STel + 1617017 + 1617o? 
a, 7 


+ 87y Vo + 32% 90, + 8P, Vv lededédy , 
其 中 
Vu= Fw + A . 
由 于 
l= el, Yve" pdedédy = 47|] “eaoaean =0, 
L= Alle v, Vue” pd pd0dy = afl, dpe" updbdv 


十 2f, er dinpdudv = 0, 


-Ë a 

r>, C [Vs + 4v] pdeodody 
1 
4 


-Ë n 
一 J, elI + 2(1 + Bul pdpdédy 
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>k, ||, Siedpdear 

一 一 | WE z, —t)(— t) ?drdyd, 
Yr 


其 中 国 数 vot, pw explL—ClARE n, LFAWA wE L 
exp[ 一](H,)), 它 可 以 由 形 如 


uh, 一 ADP = Ws, 7) 
HARRAN Li,exp[ 一 “PCL Hh ROE. 这 里 ,一 pe”， 


PAC) EF RC 的 7 阶 Tehebychetf-Hermite 多 项 式 , V, PE) 


ke (a2 Br — — py 2-8. 
ral PEC— z, —£)(— 2)? "dad ydt 


-ë 
=k, €W od pdd 
zi, yF pa pdédy 
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-4 
< a — |f|PWipdpdéd: 
=F 3B + 1 — llPWipdpdody 


<= lena), 
ŽE k, Sinf LEHE DEOL. 这 样 就 得 到 《2. 35) 的 
第 一 个 不 等 式 . 类 似 好 还 可 证 明 (2. 35) 的 第 二 个 不 等 式 ， 
5182.5 设 方程 (1. 2) 满 足 条 件 C, 又 在 引 理 2. 4 相同 的 条 件 
下 ,那么 存在 足够 小 的 正 数 bos EMO I< A 


T. ， |] 十 (一 z —2)(— t) -*dadydi 
Yip 


< A (Luj E(— t) dzdydt , (2. 36) 
这 里 Lu = ua — uft, Lu = Aptian — Re [Õue] — 4/4, Ay = 
3Ao/4inf, Ay Q= 3Q/4dinfcAd» Ms = Ms (Bq ks BG) R= Cho ky). 
证 ”我们 先 证 明 不 等 式 


De, € | tee |? + | tes DECC Z, — HC-— t) "dad ydt 
yl, 


<at naf, (Luy E{— t) Ħ°dxdydt , (2.37) 
此 处 M* 是 一 非 负 常 数 ， 由 (2. 8) 及 
Rel (ums)s —_ (utes) JE = Ref wu 一 UttaE |, 一 Re[f PARF 
一 Puta JE Ž = Refuonsk — its E] — Re[ ¢ le, [DE ak 


lel 


+ LA 162 +4 


z 
E + Ref EE] — Ref tuote S|; 
2|Lu|? = 2 leal? + iu! 一 Re[zsai]， 


uu El— ty? = faut (—2)7*4, 
_ -有 -有 
YaB — £) u,u,E(— t) a’ 
一 Re(,2,.4¢— #377] 三 一 去 [xu 一 DA] 
1 Jel? _ 
+ lu ?[@+ D+ +12 Jeco 中 
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我 们 有 
于 ， [fual 一 [eel TECH z, ~ Di t) 4Adxd ydt 


_ [ie lz[? 


168 
q Ua EC— 2) PEC(— z, — 2)(— t) Adad ydt 
Cyl, 


1 — yË 
+ re Re(u,) =, lE t) "dadydt, 


<- Rel, {lat [tet + +041 
+ uu = | EC 1) dadydt, (2. 38) 
其 中 我 们 使 用 了 Green 公式 ,并 仿照 (2. 9), 可 得 


q Re| luati EY), — Cita E) + [GVE ral } 一 1)-"drdydt 
Cyl, 


= Re 去 | | | [unu 一 wt + Cu)? 一 ra | 4) -ogredt 
= 0, 

OF [zla sau Eey] uE | uE) 
*dadydt&0. 

于 是 有 

txt + ftal JEC 2, — DC t) "dadydt 


= IME [Lu |? + ReL tates ~ titta): ] + Renat — 4 lal? 
- E(— H) "dxdyat 


< f, [alzel + Ju, |? ZE Recu? =. 
yl, 


25 
162 i- lul? ae 


+ E(— t) "dad ydt 


-J 
« E(— t)*daxdydt 


<I, | :ze 一 la 了 ki + Relau, )? 


; = |e t)"dxdydt 


* 123° 


fl £) arf 3-1-4 
+ onl 4 + 9 lu,  EC(— £) dxdydt 
— 2 h ee p 
2Re u. r + a EC— t) "dd ydt 


= ail. |Lu|?E(— 4) "dad ydt 


+EP, ju. | E(— 2)7'-" drdydt +1. (2. 39) 


进而 ,我 们 可 验证 
I= +f. |u,|2E( ~~ 2)-'- Add ydt 


—- 之 — -Z 
reff, (z z+ ai EC t) fdadydt 


-2 
< 4i, Salut — 208 十 Du]edeodbay 
-Re 由 PE B+ le ladedtdy = 41, — 41, 


< all [Zu |?EC— t) -drdydt = L, (2.40) 
1— Bon, 


_2 
1-8 
其 中 我 们 作 变 换 p =—r/2 St, = Y= P+1/20= 
uy FARER expf 一 A] 的 Tchebychetf-Hermite HRI 
i a vs EBB) 


ilal, = gira 2an — (8 + 121, 


Hii e” 
~ |], Srededody< o, — |], Salm Jedpaodr < o, 
因此 有 r D0. 此 外 ,类 似 于 引 理 2.4 的 证 明 ,有 


用, 所 tad — 21W, + 208 + WE ed adody < 16h Cu™), 
pa 


aint (h-1— all 和 ate SD [ld — 8 — 1 JW} od pdłdn 


lm 
SS la), 
故 
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Ay Cwm) = +i] et usm? — 28 + 1)(u™)pdpdbdy 
2"! 2 Wa, gral vr i 


< r$a), 
BET AY E ERER 2.5 中 所 述 的 图 数 也 成 立 . 从 
(2.39) 402.409 R 2 + 2/0 — A) =44+ 28/1 — 9.07% 


T, (laal? + (usl DEL z, — H 1) Pdadydt 


= £i lu EC t) -'-Ħdzdydt 
Cyl, 


+ 2f 2+ rhe, [LuliE(— 1) Ħdzdydi ， 


使 用 (2. 35) HAOR ROR 
qe. Cite |? + [usl EC 1) dzrdydt 


M, 2 | 2 — -1--4 
<[4+ al s + 724] | ,TBC dad yd, 


了 


这 就 是 不 等 式 (2. 37) ,其 中 M, = M,/2 + 2/0 一 月 ,注意 到 
Su 一 Lu + (A, 一 De, 一 Relus], 
Lu = Su — (A, — Lu + Re[Qu.], 
而 当 z = 4inf At /3, A u, = 3u,/dinfgAy. WFC. 16), (2.17), 
可 得 
z - 1 , 
J 9 五 (一 t) 'drdydt <= | 1+ r | Jaer 
,EC )dzdydt 
+ O H e supl = D H 远门 用 ceo 二 lee 
ir yi, 
* EC(— t) drdydt 


<{i+2 由 |u|? — 2) "dard yd 
En Cyt, 


+ + e)a + “af (Luy E(— 1)~#dzd ydt. (2.41) 
4 1.4) RRE, A 7 = supl A, — 1)? + |Q|*] = sup[ | Ao |? — 
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1 psupe[ | 如 | 十 (Qi?) 3 1 
2ReA, + 1 + || le aklar SO F< x: 只 


要 选取 正 数 o 与 有 适当 小 就 可 使 (1 + 6)944+ M.A 二 1, 于 是 有 
te. (Lu)*E(— t) Adxd ydt 


lta TTR 
ST TMD on Se! E(— 1) "dxdydt . 
直 理 2. 5 证 毕 ， 


定理 2.6 设 条 件 C 与 (2. 22) 式 成 立 ,那么 方程 组 (1. 2) 之 问 

题 DD 的 任 一 解 w(x,#) 都 满足 估计 式 

Chinle Gu] S M, = M;(6,q,45p,M,,.Ga), (2.42) 
此 处 Ga = {((z,2) € G dist(z, M > dot 全 了 ,这 里 4 是 适当 小 的 
E8, eO < 8 = a) iM, 都 是 非 负 常数 法 一 (hy ky). 

证 BATAAB ANC, = (2-2 | <2 wc 
t<t +r} HRM C. UHER E 二 2 一 ,r= 二 1 一 + 一 
7 ,可 将 区 域 Cyl。 六 变换 为 区 域 Cyl, 二 Cyl" EER r 足够 
小 ,使 得 4 之 4 ,及 tt >, ABM Cyl, 证明 (2. 42) 式 成 立 . 我 
们 构造 一 个 二 次 连续 可 微 的 函数 g(z,t) 如 下 : 

1,¢z,t) € CyL, 
gG = low € {C x Cyl, 
(z,t) € Cyl,\Cyl,, 


OS g(z,t) <1; 


对 函数 
v(zyt) = e(z,t)e(2.t) — u(0,0) 一 2Rez,(0,0)] 
使 用 引 理 2.4, 有 


i. [eGet) 一 (0,0) 一 2Rezu,(0,0) F 
* E(—~ z, — t)(— 41) ?drdydt 
< [J ee FE z, — D- -rdrdydt 
vor 
< q (Lu)? EC — x,t)(— i) "dad ydt 
cr, 
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+ mli, [u(z,t) — u(0,0) 一 2Rezu.(0,0) Ë 
» E(— t) sdzrd ydt 
+ i [2Relu, Ce, t) — u,(0,0)) PEC drdydt) 


< ml er pa + Mir] My. 
此 处 我 们 使 用 了 (2. 22) 式 与 引 理 2. 5, 并 选取 正 数 8 足够 小 ,使 得 
J, E- t)~"dxd ydt = J. 14e- 1) -dzrd ydt 


< il. |Ail*drdyae] Tf] EN — ty Mdadydt |" 
= kiMi 
ZE q= p/(p-- 2),M,; = M,(6,9.k,2.8+My.Gy CG = 85-512) 
都 是 非 负 常数 . 再 应 用 引 理 2. 3, 便 得 估计 式 (2. 42). 
本 节 中 所 使 用 的 方法 类 似 于 [4 ,但 这 里 采用 了 复数 的 形式 . 


§ 3. Dirichlet 问题 解 的 先 验 估计 与 可 解 性 


本 节 中 ,我 们 先 给 出 抛物 型 方程 (1, 2849 Dirichlet 问题 解 的 先 
验 估 计 式 ,然后 使 用 Leray-Schauder 定理 证 明 (1. 2) 的 Dirichlet 问 
题 的 可 饰 性 ,最 后 还 给 方程 (1. 2) 解 的 一 种 表示 定理 . 


1. Dirichiet 问题 解 的 先 验 估计 


定理 3. 1 设 方程 (1.2) 满 足 条 件 C, 又 若 (1.2) 之 问题 H 
fF ula cE Gite 


C'u, G] S Ma (3.1) 
这 里 Mo 是 一 非 负 常 数 , 那 么 x(z,2) 满 足 佑 计 式 
Chale, G] S My, als SMe, (3. 2) 


Rb WEG) =W GONW GO BO< Ba), M; =M; Esga 
ks py MosG) j= 1 2) 都 是 非 负 常数 k= (hy ,1 ska). 
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证 首先 ,我 们 求 出 Cauchy 问题 


Lu = un — Hu, = 0, (Zt) EG, (3. 3) 
u(z,0) = g(z), zE D, (3. 4) 
的 一 个 解 ix,t( 见 [81]), 并 可 知 它 满足 估计 式 
C$ blä iG] <= M, = M,(a,k,G), (3. 5) 
于 是 函数 
Utz) = ulzyt) — (2,0) (3. 6 


是 以 下 初 - 边 值 问题 的 一 个 解 
YU = AU, — Re[(QU. + AU] — AU — HU, 


= A,(z,t), (zt) € G, (3.7) 
U(z,0)=0, z€ D, (3. 8) 
Utz,t) = blz,t), Cet) € aGes (3.9) 


这 里 

A= A, — Lü, b=r(z,t) — “(z,t). 
任 取 一 个 是 够 小 的 正 数 es, 记 G= ((z.t) EG dist, D Se}, HH 
造 一 个 在 己 上 具有 二 次 连续 可 微 的 函数 产 (z,t) 如 下 |; 


ho 人 CE OSA El 2 EGG (3.10) 
0, (zt) EG» 
ic 
W (z,t) = hz, OU (zt), DEG, 《3. 11) 
ARES th We ORY FP O- AR 
AW a — RelQW,,] — HW, = B.(z,t) EG. (3.12) 
W(z,t) =0 lt) EIG, (3, 13) 
其 中 
B = hRe[AU, + AU] + ULAchs — Re(Qh)] 
-+ 2Re[A hU: 一 QRU,]. 
使 用 [4],[139]21)? 中 的 方法 与 定理 2. 6, 我 们 可 获得 W edhi 
计 式 ,因而 也 得 到 zf(z' 刀 的 知 计 式 
CH 2 4G, |] < M,» leila = Ms; (3. 14) 
此 处 M;=M;(6.9g,0sk)p)My,.G)(j=4;5). 
其 次 ,我们 要 给 出 解 uD E G 的 边界 3G; 附 近 的 估计 式 . 
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任 取 AG, KR -- E P= lz" att) W G = (02,0) EG, lez P+ 
| 一 2 |<e* $,9G. =0G, NG. A E s cao tE E 
数 . 不 妨 假定 |*" |=1, 因 为 否则 ,通过 一 个 分 式 线性 变换 ,可 以 达 
到 上 述 要 求 . 现在 我 们 求 出 方程 (3. 3) 适 人 台 边 界 条 件 


utzi) = riz, (st © AG. (3. 15) 
的 解 u (2.0) FECES. MITA. MiA% 
Ulz,t) = ulz) — ste,t) (3, 16) 
满足 下 面 的 方程 与 边界 条 件 
YU = AU. — Re[QU a + AU] — AU — HU, = Ce EG, 
(3.17) 
Uce) = 0, (2.2) € 6G, (3. 18) 


sk C= A 2%. 在 此 情形 下 ,可 将 解 UcD aG AK GEZ 
开拓 到 局 的 对 称 区 域 G . PEE, REP aK 
Ulett €GUAG., 
Caws UQZ DEG. (3. 19) 
AF Oz.) =n, lD EG. 可知 有 
Refi] = 0, BI 2U. = Ui C) E G., 
而 当 z=1/ EEGUIG. ,六 = 一 [一 Le 因此 0. =U., t) 
EaG, RRA O OO. E GUaG, UC 内 是 连续 的 . 注意 到 
Cas lel Ug Cas Ug 22, Ge tEGUIG. , 
By O22) ELA PE — 
AC — Re[OO.. + A,O,] — AD — HO, 


= A le) EGU aG. UG, (3. 20) 
其 中 
a j ERS 人 (æst), 
AOD, | -AOD AO Dr, 
-oe a Et), iz, DEG, . 2 3 
~ \OG/zae", ITI yA az eo T E 


不 难看 出 :方程 (3. 20) 满 足 类 似 于 条 件 C 中 的 条 件 . 因此 仿照 估 
计 式 (3. 14) 的 导出 ,我 们 可 得 杂 (z: 旺 的 相 许 估计 式 , 这 样 也 就 得 
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到 ulz FER P= ot" ) 的 一 邻 域 G = 1.2) EC GUAG. dist 
(Czst) AG \aG. ee" 之 0} 内 的 估计 式 , 即 
vinl ] S Me, lull ey < M,, (3.21) 
KM, =M,(8sqosaskeprese” 5G) +j=657 ， 
联合 (3. 5),(3. 14) 和 (3. 21) , 便 得 估计 式 (3. 2) . 
定理 3.2 设 方程 (1.2) 满 足 条 件 C; 则 (1. 2) 之 问题 D 的 任 
一 解 xz 号 满足 估计 式 
pelts] <= Ma» llli te < M, 《3. 22) 
此 处 BF(0<pB<sa) M; =M; gask, 0,6) G= DREEM 
a. 
证 RNAI ole OME BTR 
Cla G) S Mig = Mio(8,9.0,k, p,G). (3. 23) 
假如 (3. 22) 不 成 立 , 那 么 必 存 在 满足 条 件 C 的 抛物 型 方程 序列 : 
Aju: — Re[Q"u.. + Atu,|— Alu— Hu,= Ap (zrt) EG, (3. 24) 
与 初 -边界 条 件 序列 
u{z,0) = g"(z),2€ D, (3. 25) 
u(zst) = r"(2st), (2st) E€ 3G, (3. 26) 
其 中 og" (2) 077 (212) BCL. 10), (1. 14). Rig Bh As}. 107}, 
{AT}, {AP}, {AT} 4E G £4) Sl a BB) AL. Q, Al, AR, AL, if 
{a (C2), {mz 分别 在 D,3G。 上 一 致 收 化 到 gr*(z) (2.8). 
初 - 边 值 问题 (3. 24) 一 (3. 26) 具 有 解 (250) EC AG})(m=1,2， 
=), M78 C Lu", G]= fuo, 4 moo, $ U" =u" Cz) /hms 这 
EIR hnel. 容易 看 出 :77” 满足 以 下 抛物 型 方程 与 初 -边界 条 
件 
ASUS — Rel UZ + ATUT] — ATU" — HUT = A?/h,, 


(zst) EG, (3. 27) 
U'(2,0) = gti hn E D, (3. 28) 
U" (x,t) = rr" (zt /hs (zt) © 9G. (3. 299 


根据 定理 3. 1, 可 得 U" 所 满足 的 估计 式 
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Cral ENG] E My Ml ism Mise (3, 30) 

这 里 Hoc Bee) My Md .q.ak. pC 11-12 EEA 

HARA AG OW LU RU) RE 

UEG LSP) Ree OT OM EG bor 
ARAR OE OY AEDA FA Uh -4 
AYO, — REG + A A = T = 0, 


EE G 3. 31> 
Used) = 0,2 E D, (3. 32) 
Piza) = 0, (rf) © J. (3. 33) 


依照 定理 1 SHEFE k p-a fo) a Ph. E A = h 
fz 所 如 MAM COU Ga) 1. 可 以 导出 :在 过 上 几 存 在 一 点 
Cote 得 和 十 证 明了 了 
(2.23) RA PRES 1, 即 得 估计 式 (3.221， A RR CAR 
[ATPa Aik. o, PERE AAC. 22 ir. 

Pf FRA) Ee oe Ae 

fet {et) E tr. 
Li = tam t 1 = Tati & 

之 何 题 ey Oe ERR, HE EAP Ge lint EG 
dist ( (2.0) 6) Sew) on HERR fe GIA, BR 
里 p( 1) a, A AL AF BE 

推论 3.3 Ub elo HEJ ACS. $4) ZA PE. et) 
EC. C7 OU! OG) WH Cee af ae a 


ute) = Diz + Vleet) = Oey) oP ay lee) tel de 


(3, 343 


(3.383 
He gh Ved (ward beet CS. SOE OF EFT 
View I uw) E ay. G =—(le}< PRK at 
TERR CHA- EP Ce 可 表示 成 


viz) =, = 器 Ete tt) /a 1 ridéindr. 
i Ui 
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A ff Oe ,9.37) 
0O,4t< r, A (zt) Æ r), 
而 U2 BAR Lu=02 AA DFC 上 的 解 ,它们 满足 估计 式 
ChtrelU 1G) + IU lizo < Mias 
Cabr2LV » G] + IY Il- lig SE My, 
这 里 pOLAK) M; =M; hsa, p Ga) G=13,14) MEIER 
数 . 
证 不 难看 出 ;方程 (3. 34) 之 问题 D HE ul OA RRM 
(3, 35) 的 形式 . 仿照 定理 3,2, 可 知 U(x,2) 满 足 (3. 38) 的 第 二 个 估 
计 式 ,进而 可 导出 V(tz,) 满 足 (3. 38) 的 第 一 个 估计 式 . 
现在 ,我 们 要 说 明 积分 (3. 37) 的 两 个 性 质 , 即 若 (zt © 
LAG). p>2,0 Jp 在 GG 上 连续 ,又 车 plei) ELG) p> 4, Mi 
(Jel. EG Fie. 
事实 上 , 令 pz 站 一 0, 当 (zs 有 和 二 则 


v(z,t) = esas rec natanae 


(3. 38) 


= feee 4 zr + Do + zr + tdédndr, 
Blast t+2,ct se O = BE, r), r> 
T vets) vlet) = ||, BG, — Olek + rH a) 
一 oE + tet + t,) ]dbdndr, 
jute ved) < [ff], lee + eve + a) 


— pt + zt + ty) yratande | [下 zc， 一 z) déande] " 


< mi, JAE + mnr +h) PE + r + t) |*dédgdr)’, 


其 中 Ga = (zli + lt PER DG, R A ERKE, g= p/ 
(p 一 1)<<2, M=M (q Gok EAR REOL]JPÆF ple, 
DE LAGO BLT HERE, TA ERER vD E G LES 
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的 . 又 因 
vlz) = 下 E(x 1) 元 Teter ratdndr 
+ hake rte —T) 9 
= 用 Et, — pet + zr + tdéavdr, 
当 p>4, 则 g=p/tp 一 由 <<413， 


iq 7 — 1 i ` oo 
Ge EC, 一 dats | dfdndt =M =M (qsGr) <= ’ 
这 样 也 可 类 似 地 证 明 ni DE G 上 的 连续 性 ， 
2. Dirichlet 边 值 问题 的 可 解 性 
我 们 先 考 虚 形 如 下 的 二 阶 非 线 性 抛物 型 方程 


ua Uu = at 


fa = O — Aomun +{Re[Q. Ha + Amt, + Arete + Aza} 


{z,2) EG, (3, 39) 
其 中 系数 
Aan = | of Q. = e 
l, 0, 
AH, (z,¢) €E Gas 
A, = 7 = 1,2,3, 
m l P= DEB at) & Gas 


I Gn 如 (3. 34) 中 所 述 . 

定理 3.4 如 困 方 程 (1. DRAKE CMA BG. 39) 的 和 何 
HAD BAH ulzi). 

证 ”为 了 使 用 Leray-Schauder 定理 证 明 方程 (3. 39) A D 
的 可 解 性 ,我 们 引进 带 参数 ne [0,1] 的 二 阶 抑 物 型 方程 

Bes — U, HAL al Esty yusnia) (2.2) EG, (3.40) 

由 定理 3. 2, 可知 方 程 (3. 40) 之 问题 D 的 解 w(z,?) 满 足 估计 式 
(3. 22)， 任 取 一 函数 (zx,t) ,使 它 满足 估计 蕊 (3.22), 记 plz,2) = 
2 一 贡 , 然 后 构造 一 个 三 重 积分 


vip = Jp = J, Ele, ED pl ,tdidydr, (3.41) 
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E fy | lel 1) Ee le HK 8, Se EOL Ele ty) 
M103, STAR gt. TORR ARH) op Faam Ry Ce). 


Tus — ty = Oy (2:00 EO = XI, (4.42) 
ta Geet) =— wiecti.(e.t) E HG, (3.4351 


记 Viesti Svitzer) iest). HE BRL F bn H iaga ay 
wE- OE U Ct); 

H U= (EG, (3.443 

Uian U) = giz) E OD, 

Ute) = pie 一 Via dY Nz) E Mas t 46} 
ius (rth tV). ARAE: ERAR Ve) -x 站 洲 尽 
估计 式 

I? wet, = Gl. Yen 十 1 
NE? hutia SF ies (3.46) 


RIE M, =M, UMs Mastin) (G= 15, LE A SAL 
(3.4699 — > Re ee IIE By E IE E nach Si B= 
WEG eC (GNP obi A R. ESE E M. 
ty dy 
Fee B= E bee sane + Vase + VOSA: 
(3.47) 
ty a CFO. Hf H E a? Rt SS et a. ay e r f 
(42.4708 GW 边界 条 件 
Vee.) = 0. (2.2) € AG, (3.48) 
之 向 题 TREE HET sed, HEP RSA COSA RRM 
E Bui V AM. oh. A eS. 2. A A fe C. 100 RY 
RV Cc RS. ae a, S Pee Be. 记 B= 
B, X [0:1]. Fi. RTS ie at T= Aosa 1 
Leray Schauder i¢ Flay ARF: 
L SPR --4- ASO. PSL ,4 将 Banach & [apse ERE AY 
到 自身 , 且 在 By bese ee. ob, AE PE VEE 


EIH- 


Bu SV sh) AE [0,1] 一 致 连续 . 
$0 LER BUR Vt) © By n=1,2.) ,我 们 可 从 
(Val DARF EAV n (oot) } ATELY, (200) Vineet IR 
SHAM HR Ria (ooh da ere G EAR Re Ral 
Volzst) Vorlzot) stolzt) tal(zet), 然后 , 求 出 方程 
Puce 一 Veg = hf (2 sb otha yttoc U nce + Woe ocr + Voce) s 
OMAK, (3. 49) 
之 问题 Di — PE Vz). HV HSV, WA VL SCV, A 
减 , 我 们 得 
CV Va VV HAL hn esl othe, rtin rtin a tt Ver Uae 
FV ce) — Sa Zs 9 thn, rtin Una FV cee ace FV nes FC, (zt) ]s 
OSAL, 
此 处 
Cu, = fo lest thy, ae nee + Ven Une or Voa) 
— fg Sb stig ther Ue + Voces cee + Vou) s (zt) € Gus 
由 引 理 1. 7, 可 得 
LAC, ,G]—~ 0, 4 k — 0 
类 做 于 (2, 18)-— (2. 21) ,可 以 导出 : 

LLC, E Dalt lT S T l GoIS2L,1C,, Co]/[1 一 9]， 
XB g= +e AmE Fo o0, 4 kaeo, FEM 
定理 3, 2, MAY, (2.0) Talt) l EERTE, WT HEN 
用 原 序 列表 示 AEE Ceol e —VooGo]-~0,24 Roo ， 这 表明 映 
St V=S(V ALOMAR EB, LSS. 使 用 类 似 的 方 
法 ,可 证 六 二 STV AOSAN ERAN BF BWR V= SE h] 
对 VEBu 关 于 hEL0,1] 是 一 致 连续 的 . 

2. %4 h=0, 03. 47)-9(3. 46), 易 知 =5S[V ,0] 二 YY(z,1) EE 
Bu. 

3. 从 定理 3. 2 与 (3. 47), 可 以 看 出 : 泛 函 方程 让 一 SIV ,有 ] 
(OSA IDF 3Bw 一 Bu Mu 上 不 具有 解 . 
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因此 ,由 Leray-Schauder 定理 ,可 知 方程 (3. 47) C A=1) 7% 
问题 D AAR V2) ,因而 方程 (3. 3927 AM D 具有 解 ulz,t) = 
Utz, O+V Ce.) =U Cet) +ulest) tule 2 E Bu. 

定理 3.5 在 定理 3. 4 相同 的 条 件 下 ,方程 (1. 2) 的 问题 D Æ 
可 解 的 . 

证 由 定理 3. 2 与 定理 3. 4, 方 程 (3, 39) 的 问题 D 具有 和 解 
tg (Zt) > FH RE AL EP RCS. 22),m=1,2, 0. RE, AM 
{tim (258) FEEL ESE (tee, Cent) } ,使 得 {uw (zt } > {thee Zt) 在 
G EAP Fe A oz.) soe (zst)， 由 定理 1. 8, 可 知 uolet) 
是 方程 (1. 2) 之 问题 DD 的 一 个 解 . 


3. FE. 2) 解 的 一 种 表示 定理 


为 了 给 出 方程 (1. 2) 解 的 一 种 表示 定理 ,我 们 先 证 明 一 个 引 
理 . 
引 理 3.6 设 (1, 2) 的 线性 齐 次 方程 , 即 
Lu = Ayu, — Rel Qu, + Au] — Aye — Hu, = 0,€2,)9 EG, 
(3. 50) 
WERE C, 那 么 以 上 方程 存在 唯一 解 多 (z, 电 ,使 得 适合 边界 条 
件 


Wzt) = 1, (t) EIG, (3.51) 

TO Fe tA 
Cin YG] S Mire (Flao S Mis» (3.52) 
Fet) S> Me > 0, (2t) EG, (3. 53) 


这 里 pOLAK, M; =M; Eg pikoe G (j= 17 518,19) BBE 
贷 常数 . 

证 ”依照 定理 1. 5 与 定理 3. 5, 可 知 方程 (3. 50) 具 有 适合 边界 
条 件 (3. 51) 的 唯一 解 tz,t)， 再 由 定理 3. 2, 则 知 此 解 Pt 
足 估 计 式 (3. 52). 为 了 证 明 (3. 53) 式 ,我 们 求 出 方程 

Aotu 一 Ref Quss + Ait] — 4, = Ar,(2t) EG 
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的 一 个 解 ole) CIE Bi FRR FE ole.) =0, (2.0) € 9G, TTL 
解 vtz,t) 也 满 吓 佑 计 式 (3. 52)， 作 函数 
Wz) =e? — Piz), 
我 们 有 
PW =H — HV Se Al vat (o |? ]—-RelQW..4+02) 
— Am] u Az} =e" {A |v, |? —Re[Qu?]} 20, EG, 
及 
Woz) =e  — Pie 0, (xt) EC OG, 
由 定理 1. 1A EC LA 
W(2,¢) < 0.80 E(t) pet? Se =M,> 0. 

定理 3.7 设 方程 (1. 2) 满 足 条 件 C, 又 zs 是 (1.2) 的 一 个 

解 , 那 么 xCz,7) 可 表示 成 
ulz t) = Uiz, t} Fiz, t) + pizt), (3. 54) 

其 中 pad Viz OD ERE. 2) CH u ORARABORE 
齐 次 方程 于 C 上 的 解 ,满足 边界 条 件 ¢g(z,2)=0.V (2,01, 
(zt) EIG, H pe Ome HiT 

Crin pG] < Ma» PACA =< Ma» (3.55) 
这 里 LOCAS), M, =M; qark, pG). j=20,21, X Ce 
足 估计 式 (3. 52), (3.58.0 Ue OBA 

AU. 一 RQU. + AU,] — HU, = 0, (et) EG (3.56) 
的 解 , 其 中 

A=— 2a), + 2Q(InW), 十 Al. 

证 将 (1.2) 的 解 xtz, 四 代入 其 系数 中 ,依照 定理 3.5, 引 理 
3.6, 可 知 这 样 的 方程 (1. 2 及 其 齐 次 方程 具有 适合 边界 条 件 : 
lrt) = 0, Fi S= 1, ir EIG FEB ole.) Ve, AE 
们 分 别 满足 估计 式 (3. 55),(3. 52) 与 (3. 53). 记 

Utz. = fale.) — plz) ]/ Fiz, t) D EG, 
不 难 验 证 :UU OERE. 50 F G 内 的 解 . 
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§ 4. 初 - 斜 微 商 边 值 问题 解 的 先 验 估计 与 可 解 性 


本 节 中 ,我 们 先 给 出 方程 (1.2) 之 初 - 斜 微 商 边 值 问题 解 的 先 
验 估计 式 ,然后 由 上 述 估计 式 与 盆 数 开拓 法 及 Schauder 不 动 点 定 
理 , 证 明 这 种 初 - 余 微 商 问 题解 的 存在 性 . 


1， 初 - 斜 微 商 边 值 问题 解 的 先 验 估 计 


定理 4. 1 ”如果 方程 (1, 2 满足 条 件 C, 又 若 (1, 2 之 问题 CO 的 
ulz OME 


Clu, G] <a M,<o, (4.1) 
这 里 用 ,是 一 非 负 常 数 , 那 么 ulz d M EFA 
hiele G] <= Mi, lalli = M:, (4. 2) 


此 处 BOLEA) M =M; qark pM O j= 1,2) BE 
RL R= Cask ska). 

证 使 用 定理 2. 6, 我 们 可 得 到 方程 (1.2)? 之 问题 O 的 解 
ulz st EIT 

Crpnle Gu] S Moy lulii < Mar (4. 3) 

其 中 MM, = M8, k, p M GG) j= 3.45 G, (2. 42) 中 
所 示 . 

其 次 ,如果 存 在 一 曲面 G1= (C250) E aG.v=n} CaG,, Rif 
可 求 得 G 内 关于 e 的 一 个 调和 函数 f(z,z) ,使 得 它 适 合 边界 条 件 


af = o(z,t), (2,4) € AG, . (4.4) 
于 是 函数 
Uiz, d = ule De" (zt) EG (4. 5) 
适合 边界 条 件 
au zu du 二 
an = rlz, tje” EE 中 ou=T, (z.t) € 3G;s (4, 6) 


而 县 它 还 是 方程 
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AU n +iRefQU.]-— HU,=C, (st EG (4.7) 

的 一 个 解 ; Wk a ER aR AEC 的 一 些 条 件 ， 现在 ,我 们 求 

出 G 内 关于 xz 的 调和 函数 Uo(z,z) ,使 它 适合 边界 条 件 (4, 6) H 
UsCast) i Eat XK 

Creo G] + Ulio S&M, = MotaskyG) (4.8) 


(94150139179), FER 
U(2,2) 一 世人 E G [J aG;; 
O (2,8) -1 (4. 9) 
te U1 /z.0) — Ul/z,2), C252) eG 


BU FRERF CUIG.UCG BG 关于 3G: 的 对 称 区 域 ) 内 的 解 . 
AD, — Re[OU_.] — HO. =C(ztECUaUCc， 
(4.10) 
以 上 方程 满足 条 件 C 中 相 类 似 的 条 件 . 因此 如 (4. 3) 那 样 ,可 得 
(zt) 所 满足 的 相应 估计 式 , 因 而 便 得 wtzst) 所 满足 的 估计 式 
Cy Le, G] = Me, llu lwi, < M; (4.11) 
HEt G= ( (2.0) EGU AG; dist( (z,t),dG,\aG,) e0) e 是 一 适 
WHER, M; = M, (CO. g.0ks pM G) (I 二 6,7)， 
最 后 ,我 们 考虑 曲面 aG, = {Cet E9G4,v 关 mn}, 使 用 和 前 面 
相 类 似 的 方法 ,可 将 边界 条 件 (1. DRAE IA V GO MESK 
齐 次 边界 条 件 


OV = 0, (ast) € aG,, (4.12) 


而 Viz. PREF G AKIE. 

AV Va — Re[QV., | — HV, =C, (zy) ECG. (4. 13) 
Ak. TA IR GEZ fe] Imz<0W, H0 € aG,, A 
为 通过 一 个 z 的 共 形 上 映射, 上述 要 求 能 够 实现 . Hb =cosly, x), 
&,=cos(v, y), 作 变 换 


z= $a +b, + bt + $c 1+6,+ 880 =F+ iq, 


(4, 14) 
显然 , (4. 14) 中 所 示 的 变换 有 是 $0 的 一 邻 域内 的 同 胚 ,用 $= 
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(208m r= ON RBM, EK (e221 Pas AG at 
Bll (0.0) A PEE f= 0M Ra OH, TERK VCD = 
VixtS.2) ,tj 满足 方程 与 边界 条 件 

AVe 一 Re[QV,] 一 AV, = Č, (£1) E ECG), (4.15) 


av 
an = 0 3 0) € 3H. (4, 16) 


RH RNTSVGC OO ON -BRAMHITA. Ames 
ule st) FE G= ((29t) EGU 3G, dist ( (254), dG, \aG,) Se> 0) ATR 
HA 
Cy3nlusGy] << Mas [eller SM,» (4.17) 
3X HOM; —=M,(Orqsasks pMa G) j=8,9. ES (4. 3),64.8), 
《4. 11) 与 (4. 17), 即 得 估计 式 (4. 2). 
定理 4.2 假设 条 件 C 成 立 , 则 方程 (1. 2) 之 问题 O 的 任 一 解 
ulz O MEEA 
Cs[avC] = Mos lelto = M,,, (4, 18) 
此 处 BCO< Asa), M= M; gak pO G= DREE A 
数 . 
证 我 们 先 证 ule ce RH 
Celu, G] EM, = Mpls, k, pG). (4, 19) 
假如 (4. 19) 不 成 立 , 那 么 存在 一 抛物 型 方程 序列 与 初 -边界 条 件 序 
列 
Azua — Re[Q ün + Atu,] — Azu — Hu, = AF, 
(z,t) EG, (4. 20) 
“(z,0) = g(x), <ED, (4.21) 
Sb usr, (2st) © AGry m= 0,1,2,1, (4.22) 
i (4. 20) Py RAR AL E OC, C4. 21) 与 (4. 22) 中 的 e Cz), 
o" (zt) 7" (2,2) SU C1. 10), (1.11) ,不 妨 假设 (14?} 07 一 0,1,2， 
DATE G EFF AU RB A G=0,1:2,3) V, Xg"), 
{a krt) s (Ct E DIG, EARRA] gl), CE), 
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T Cast) ,而 初 - 边 值 问题 (4. 20) — (4. 22 AAR uC) ECG) 
(m=1.2,°°+), BE C' [a .G l= Hoo, 44 moo, U" =u" / 
H, 3X BARGE He lon=1,2.). AR" 是 以 下 初 - 边 值 问 
题 的 解 . 

AGUS —RelQrUn HATU? ]— AU" — HU? = A/H as 


(4. 23) 

CHEG, 
U” (2,0) =e 2)/HaszED;s (4. 24) 
OU ry =H, (et EG, m=l, 2,- a (4, 25) 


根据 定理 4. LAR GU" ORY TR 
yanlLU" G] S Mas |" lle, SMa (4, 26) 
这 里 LOPA, M; =M; gek prG)(j=13, 14 SAE 
数 , TEMU”), (UT) ERP FAO) (UT) BETES 
EHAA UU, Ue) Ua Ur E GC ESP ay eB 

UULU? i =U (OW FE- A R. 

ASUS, — Re [Q°U!, + ASL? ]|— ASU? — HU? =0, (zt) EG, (4. 27) 
Uz,0) =0,z2€E D, (4. 28) 


a + aU? = 0, (x,t) € 9G,. (4, 29) 


Peon 3,000" =0,02,0ECG. RMAC LU’.G)I=-1,q 3 
出 :在 世上 存在 一 点 kz oe) BLU Ce" 2 + U2" oD | 
>O KF REA THR. 19) 成 立 再 使 用 定理 4. 1, 便 得 
(4.18). 


2， 初 - 斜 微 商 边 值 问 题 的 可 解 性 
我 们 先 考虑 特殊 的 非 线性 抛物 型 方程 
Ayit = Re[Qu., | 一 Hu, = firstu), 
f = Re[ A,u, | + At + As riz D € G, (4, 30) 


其 中 Ag Ag (2 st r Uostas sQ= Qe titer AAC OCG=1, 
2.3). 
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定理 4 3 设 方程 以 2907 RE CME O EE of eA. 
证 RMA Sk he (0.1 Fe Alm. aie 
4y a] Bh cP . 
Ayu — Rel Que © Fuy Af Ce. I= Aloe), Cee GO. {4.349 
ulz,QJ—gle}, zED. (4.32) 


a 
=a h 4 tans tb Ceuta | =h lrst), (2.1 Ea). (4, 33) 


此 处 A 上 任意 的 aT iB FEHR PEs aCe. ve beg, 
Ports I hy costes) /costesa) eb molz castum) bz Gt aC. 
F AEE Ary Ea EE PP oC) E Chha iG, iY a Fb R 
OG, EEEH ef HI th Si, 4 = os (KIE S SOE, OTE EO H 
有 解 etan E RSC Oeh NWE Us). 根 设 问题 OCOD 
Of. Fe PE EBA TETEA RERE h COS Ao ER e E 
AHER EES [l heh SESAN A EA BOE LR A 
HAR NER. feie- A LMC. 31-a 33) 改 写成 
Agtis 一 Re[ Qaa} — Ha, hif iest iun 


= (h — hadd stati) + Alr, (eu EG. (4. 34) 
uiz 0) = Kg(e) E BD, id. 354 
f Li a 
xs hi [a A + byw |= th, mf a hu |+ 6 
am (4, 30) 


izet) f> d lyy. 
(EWE PRY oe! C2 E RIEA (4. 349, 4. 36AN a PO AE 
钨 看 出 
th A Stayt.) + Aten E Lp > 4. 
Ch — ha 1G f + by |+ be Cant), 

根据 如 的 假定 , 初 - 边 倘 阿 题 

Hirti Rel Qua] — Hi — buf lz su) 

= th — had fle ta’ l ob Alert, ter) eG Us (4. 37) 

üiz, Bizin ED, 


=- In24 


ou + hol bo ZE + bu |= (hy — w| + bu |+ by (aut) € 2G, 


(4. 38) 
RAR G2 DEBR. 由 逐次 迭代 法 ,我 们 可 得 函数 序列 uz) E 
Blm 一 1;2,…) ,它们 是 如 下 初 - 边 值 问题 的 解 . 
Aat! 一 Ref Qut*1] 一 Au et) 一 hof (zt ru™t!) 


= (h — hf (ztu) + Alzst) (zt) EG, (4. 39) 
u"tl(z,0) = a» = 和 D, (4, 40) 
mtl 
ou th o[ 6, el he — bb 2 "J+, 
(z,t) € aG,, m = 1,2)5"* . (4. 41) 


仿照 定理 4.2 中 的 证 法 ,可 得 

Ct! iG] = [A 一 hy | MC Cu" iG], (4, 42) 
此 处 M=M(8.q,0+k, pG) 20 . 选取 E= 1/2CM 十 1),; 对 ACE, 
有 


ern = Cole] <ul, 
因此 当 n>m>>N 十 2(>>2) ,又 有 


jurt — wl] 27" [let — wll, 
[leet ~ u” < 2 "yr ije — wl} = 2-844 Ife! — ull. 


这 表明 ;| 一 ww" 上 ->0， 当 nım—>co, 由 Banach 空间 B 的 完备 性 , 则 
知 存在 w' EB, Eleu 上->0, 当 n>oo, 而 此 函数 ww* 就 是 问题 
ChEE) 的 解 . 这样, 可 从 (4. 31) 之 问题 Op 的 可 解 性 能 依次 导出 
问题 Cr ,问题 97,… ,问题 0! 的 可 解 性 ,特别 带 有 Alt) = 0, ie, 
DEG, blz, d= rlz, t) /cos(y.2), (2,0) E 9G 的 问题 OO BAW RAC. 
30) 的 问题 口 是 可 解 的 . 定理 4. 3 证 毕 . 

定理 4. 4 如 果 方 程 (1. DHEARC WAO. OH O 
可 解 的 . 

证 引入 Banach 空间 C(O) PHAR. AR Bu ,其 中 
元 素 是 满足 条 件 
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C's, Gla Mi, (4, 43) 
BY te YH PRK wtz,t), 上 式 中 的 Ma. DERRER. 任 
选 一 函数 Uz E Bu HULU, 代入 到 方程 (1. DAME usu 的 
位 置 ,我 们 把 所 得 的 方程 写成 
Apt, 一 RelQu,, + Au, ] — Aye — Hu, = Az, let) EG, 

(4, 44) 
而 此 方程 满足 (4. 30) 的 同样 条 件 , 因 此 由 定理 4. 3, 可 知 (4. 44) 之 
fal ER ORAR uld) E B=COG)QWHG). 用 一 SC) 表示 
WUE By Bl ve BBE. KR eH. 2.07 Mu SUR By 
到 自身 的 一 紧 集 ， 任 选 一 函数 序列 U” Cz, E By Gn =061 25079), 
使 得 Ci 一 G1->0; 当 mo0 . ae = SUI Fa = SU") 
相 减 ,可 获得 关于 名 一 加 一 如 的 方程 

Az am — Reas + Aram] — Ara — Hut = At, 

(4. 45) 

其 中 
Az = Åz, U" tm)， 
A" = F(2z,t,U" UT ud, sue) 一 Fiz, UUR ,de). 

使 用 引 理 1. 74 PY RA sco: Os 4 moo , B] Bz” lle) 0, 4 
moo, hF a" (xt) A KA. 18) Dh BRB a = SC") BE 
-HE u" ut EG AP BA) a? ot BICO e—a .G > 
0, 4 m>, ARH u—-SU)E Bu 中 的 一 连续 映射 根据 
Schauder 7.34.4 <2 BE, Oy RUE TE eet) C By 使 zx 一 SCz)， 
MERY ee DOERR. DAA o HH. 


8 5， 抛 物 型 复方 称 的 初 -混合 边 值 问题 


RE RENERE. 2) 的 初 -混合 边 值 问题 ,然后 
给 出 在 一 定 条 件 下 的 初 - 癌 合 边 值 问题 解 的 先 验 估计 式 , 最 后 使 用 
上 述 解 的 估计 式 与 方程 (1. 2) 解 的 列 紧 性 原理 ,证 明 (1. 2) 之 初 - 混 
合 按 值 问题 解 的 存在 性 ， 
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1. 初 -混合 边 值 问题 的 提 法 


问题 M 所 谓 方程 (1. 2) 的 初 -混合 边 值 问题 是 求 (1. DEG 
上 的 连续 解 x(z,t) EC'"(G) ,使 它 适合 初 -边界 条 件 
u(z,0) = g(z), x € D, (5.1) 


ne PU Fart) = ag(zst), (est) € 9 Ge Bil 


2Re[a,(z.t) ACz,f)u,] + a(z,t)u = a(z,t), (zt) € AG, 
(5. 2) 
其 中 vy 是 边界 3G: 上 点 的 单位 向 量 , 不 护 设 > 是 在 平行 于 :一 0 的 平 
m E.m g(2).a,(2.t)(j=1.253) 45 ACzst) =cos(v, 7T) 一 zcos(C y) 
都 是 已 知 函 数 ,满足 条 件 


Cle, DIS + (2,0) 2E +a (2,0)g=a (2,0) zE r, 


Crt yd Gy Eh 1 Y=; Ay Cianalas Gz Shee 
a,(z,t)20.j=1 32.4, +a, 1 cosyn) >00, (z,0€a Gz, 
(5.3) 
这 里 是 在 IG DRIE P a| 二 <a<1j ,如 ,如 都 是 非 负 
常数 . 以 上 初 - 边 值 问题 简 记 为 问题 M . l alet, 
alz) =l, (zt) E 2G AM 就 成 为 第 一 边 值 问题 , 当 ai(z,t) 
=1, (2,4) E 2G: a M 就 是 初 -正则 舍 微 商 边 值 问题 (问题 O). 
定理 5, 1 RHR. 2) 满 足 条 件 C', 则 其 问题 M 的 解 是 唯 


一 的 . 
证 ale O EHAO. DZ M 的 两 个 解 , 容 
易 看 出 x 一 ztz 一 ez 是 以 下 初 - 边 值 问题 的 一 个 解 . 

Asun — Re(Qe, + Aru, | — Aye — Hu, = 0, (2.0) EG, 


(5. 4) 
a(z,0) =O0O,2E€D, (5.5) 
alet) 2u + a,(x,t)u = 0, (zf) € IG, (5.6) 
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此 处 天 (一 0,1,2), 人 如 (1.26) 式 中 所 示 . 引入 函数 的 一 个 变换 
v = ulz, te”, (2,2) EG, 

HE BE FE ER BZ, a-h (C5. 4) 5. 6) 可 

转化 为 关于 wv 的 如 下 初 - 按 值 问题 ， 

Asva — Re[Go + A,v,] — (A, + HB — Hv, = 0,(2.t) EG, 


(5.7) 
v(z,0) =Q0,2 € D, {5. 8) 
a,(z,t) 2v + arlzst)u = 0, (e,t) € Gy, (5. 9) 


Ale RAG. 7), 可 得 关于 HT: 
A,(v*),, — Ref OY — Hz"), 
= 2[A, |v, |? 一 ReQcv,)?] + A Rew), + 2(A, + HB)v*. 
(5. 10) 
MEVIEGH—-AS P =i t ) 达 到 它 在 世上 的 最 大 值 , 且 
IvCP")| 关 0, 那 么 在 P' 的 一 邻 域 内 ,方程 (5. 10) 的 左边 
之 [2HB 一 3kjv*， 我 位 可 选取 常数 B, 使 得 2HB 沁 3&, 于 是 根据 
方程 (5. 10) 的 解 的 最 大 值 原 理 5 见 定理 1. 1) ,可 知 只 不 能 在 P A 
邻 域 内 达到 它 在 忆 上 的 最 大 值 , 因此 在 局 上 的 最 大 信和 在 3C: 上 
的 一 点 P" 达到 ,根据 定理 1, 4, 我 们 有 


[*: (z st} av 
2 av 


这 与 5. DRT. 因此 一 9， 即 u= Ü, (zt) = ulzi) sízt) 
EG. 


2. 初 -混合 边 值 问题 解 的 先 验 估 计 


现在 ,我 们 先 给 出 (1.2) 之 问题 B 解 的 有 界 性 估计 . 
定理 5.2 设 方程 (1. 2) 满 足 条 件 C, 那 么 (1. 2) 之 问题 M 的 
任 一 解 wz 满足 估计 式 
Clu.G] <M, = M,(6,q,0,k.p,G), (5.11) 
XE k= (ho sk she) ,M1 是 一 非 负 常数 . 
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+a(zt)v'|| .>0. 
Pap 


证 ” 设 xtz,t) 是 方程 (1. 2) 之 问题 M 的 任 一 解 ,将 它 代入 
(1. 2) 的 系数 之 中 ,这 样 的 (1. 2) 可 看 成 是 线性 方程 . 我 们 先 求 出 
此 线性 方程 (1. 2) 适 合 初 -边界 条 件 


(zt) = 0, (zt) € 3G (5.12) 
的 一 个 解 pC zt). 根据 定理 3. 2, 可 知 pe OP LT 
Oh [po S Ma lgliz S Mi» (5.13) 


此 处 POLBEK), Mi =M; qark, pG) G=2 DHIE NK 
数 , 其 次 ,我 们 求 出 齐 次 线性 方程 
Lu = Aouss — Re[Qau + Aww] — Aw — Hu, = 0, (z4) EG 
(5. 14) 
适合 初 -边界 条 件 
(zt) = 1. (zt € AG (5. 15) 
的 解 更 (zt)， 由 引 理 3.6, 可 知 VE TR 
Ch peel Ys GIS S M,» Wile lee Se Ms» 
Wizt) > M, > 0,2) € G, (5. 16) 
这 里 M,=M,.q,a.k. p,.G)S0(j=4.5-6). 使 用 方程 (1. 2) 解 的 
表示 定理 ( 见 定理 3.7》 AY 
Ulz, = [ulz t) 一 plz ]/ Fst) (5.17) 
是 以 下 初 - 边 值 问题 的 一 个 解 
A Un 一 Re[QU.. + AU,] — HU, = 0, 
P = A, — 2A,(In¥), + 2Q(n¥),, (252) EG, 
U(2,0) = [u(z,0) 一 $(z,0)]//¥ (2.0) = U,(z),z € D, 
(5. 19) 


(5. 18) 


aln 
a BU + aU = aa, = a +a, PY, 


3 <5, 20} 
as = [a -a z — ag |/¥ (st) ECG 


Ep a,>0,(2.2)€aG, 根据 方程 (5. 18) 解 的 最 大 值 原理 ;可知 
UGO 6 dG, EA P= trt P. 二 (zz, t. RACE 
GC LA RAKGARUMA ER SHUG DEG LAA AE 
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计 式 
CIU,G]=max[U Cz" ,2°),|U(z, ,t,)|] 


(Smax max|U (2)|, max |as|/ min a,]. 
ED (atl € 1G, Ce.) € dG, 


联合 {5.13),(5.16) 与 (5. 21), 肢 可 导出 佑 计 式 (5., 11. 
其 次 ,我 们 给 出 方程 (1. DEAM 的 解 的 一 般 估 计 式 . 
定理 5. 3 在 定理 5. 1 相同 的 条 件 下 ,方程 (1. 2 之 问题 4 的 
WE uz tA 
Cranle,G* ] SM lellere < M,, (5.22) 
此 处 G* SGA {Metune Lizz" 上 十 |t 一 2' Jae) 是 一 
个 足够 小 的 正 数 ;而 Gi = { (2.2) € aG, a, lz,t)=0., OKAT}, 
3G? 表示 Gr {t= FB) 的 全 部 端点 的 集合 BOLEK) :Mj= 
M6,91ask sprG)(j= 二 7,8) 都 是 非 负 常数 ,k= (ho ok, shy). 
证 如 定理 2. 6 的 证 明 方 法 ,可 证 方程 (1. 2) 之 问题 M 的 解 
“(ze aT 
Fh Ls Ga] S Mos lelie S Mos (5. 23) 
EBA G.= {(2,) €G dist (2.P)21/m},m E— TEE. AOZA 
Ka, M;=M; egak pem G (I 二 9,10) 都 是 非 负 常 数 .其 
次 ,我 们 要 给 出 ued ER GAEE. 任 取 GS 的 一 内 
点 已 一 (z 6°) iG ={(z. EG lese [Hjem eh, 
这 里 es” (<6 是 一 适当 小 的 正 数 , 使 得 GN IGE: \9G2 ， 不妨 
Ble | 二 1, 因 为 否则 通过 一 个 分 式 线性 映射 ,这 个 要 求 能 髓 实 
现 . 使 用 定理 3. 2 的 证 法 ,可 得 ule) E C R G= lD EG 
UG, .dist((z,2),dG.\G,) Be 0 的 估计 式 , 那 
Chenle ;041 E My, lull S Mi. (5. 24) 
RE M; =M; 8ga, k, pee" -GG=11,12). 进而 ;我 们 讨论 曲 
BH G= {(z,t) € IGra Cz t) >0,cos(y,2) 40}. 仿照 定理 4. 2 的 
证 明 , 可 导出 ulest) pi BA Ph 
Cr3nlu Gs) S Ms seller, SE Mu, (5. 25) 
Ob #k G= { Ce) EGU aG, dist ( (25t),9G:\aGa) Be" > 0),My= 
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(5. 21) 


Mb iqrasky p£" G); j= 13,14. 联合 (5. 23), (5. 24) 5 
(5. 25), 便 可 得 到 估计 式 (5, 22). 


3. 初 -混合 边 值 问题 的 可 解 性 


现在 ,我 们 由 方程 (1, 2) [el OO 的 可 解 性 结果 ,定理 5. 2 及 方 
Ed. 2) 解 的 列 紧 性 原理 ,证 明 (1.2)? 问 题 M 是 可 解 的 . 
定理 5.4 ”如果 方 程 (1.2) 满 足 条 件 C, 那 么 (1.2) 的 间 题 M 
存在 一 个 连续 解 u(z.t). 
证 选取 任意 的 正 整 数 *, 并 考虑 方程 人 1. 2) 适 合 初 -边界 条 
件 
u(z,0) = g(z) + geiz 0) z €E D, (5. 26) 


[a (zy 十 十 Es + a,lest)u = a,(z,t}, (ert) € AG, 


(5. 27) 
的 问题 0,, 其 中 gi OERKE 14) 适 合 边界 条 件 
4 1496: - 12g ; 
[a + Lj + mg. =— — el) € AGr, (5.28) 


的 一 个 解 ,使 它 满足 类 似 于 (5. 22) 的 估计 式 , 和 在 G 上 glt) 
0, 当 n=. 由 定理 4.4, 可 知 后 人 z 拟 的 存在 性 ,以 及 上 述 问 题 O, 
具有 解 ulet a= 1,2,1). 它们 都 满足 形 如 (5. 22) 的 估计 式 . 
因此 从 fitzst)} ,我 们 可 选取 一 子 序列 {wtz,t)}) ,使 得 它 在 CN 
aG: 内 的 任 一 闭 子 集 G, 上 一 致 收敛 到 (1. 2) 的 一 个 解 wo(z,5), 且 
miz DHEA RRE. 8) 与 


au, 
a, (25st) = + a tu = azzi) izt) E AGG). 


(5. 29) 
余下 还 要 证 明 wo(z,t) 在 上 连续 , 且 满 足 边 界 条 件 (1., S). 选取 
aG: 上 的 任 一 点 P* = Ct ,t" ), 这 也 可 由 Gi 上 任 一 曲面 来 代替 ， 
id G= {Lle |? + ji" |< 8] N 9G) ,这 里 8 是 一 个 足够 小 的 
ER. 我 们 构造 一 个 实 值 连续 函数 如 下 : 
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M's + 1,(z,t) € 2G Gans 
(zt) = - 30 
f z we 0,(2.2) E Gans (5. 30) 
T firi) & Mis 1, zt) © Gapa\Gens 


此 处 Mis 是 一 个 待定 的 正 数 . BESET A 
Ci Lf aG] S < gees l 一 “一 e<il, (5. 31) 


€ 是 一 个 足够 小 的 正 数 , Mig = Mi (Mis dG). it (z t) E 
齐 次 方程 45. 14) 适 合 边 界 条 件 


Un (28) = Fz), (2,2) € aG, (5. 32) 
的 一 个 解 ， PERH: åD RETA 
Ch on [i (zt) GG] S Jem (5. 33) 


此 处 M =Myn liqa kG). 现在 ,我 们 将 alt) A Gz 开拓 到 
2G, EAE PK a (2.0) ECG ar Cert) 0, led) 
EIG. 此 外 ,我 们 可 求 得 方程 (1. 2) 适 合 边界 条 件 

ty (zt) = ay(zst) faz (x,t), (zt) E€ aG, (5. 34) 
HITE us (zt). 设 

Hy Czat) = + inki) — u, Cz.) +e fet), (5.359 

BA R ORAKTEGS. ORK. FR RNSRIE 

ü, (zt) BO, # (zt) 0, WEG. (5. 36) 
EEE, BA t (xt) SM, +1—M 15> 0, (2.0) € dG \Gor 这 里 


Ga( 52) _ 
M's = M + max oe Gat) Gt) >0, M= max |u, (z2) |, (5. 37) 


此 处 M 是 类 似 (5. 11) 中 M RREK. 如果 2. (C2 OFEG ER 
负 的 最 小 值 ,那么 在 Ga 内 存在 一 点 P = (2! ot’), BR, (x st’) 
Kmin. (est). 然而 ,我 们 有 

[a (Dt 1 J2 Bs alz tū, (zt) = [as mole 


+a, (et ûn lat) + aet >Mar aati (5.38) 


-max a (ent) gts + [aero 二 区 lea * kzt) E Gans 


Cere 
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其 中 Mu= minaz (zt), Mi =M Mr aG.). 由 于 alz tM au" 
Bit 


Po (zcECGox 这 星 对 是 正常 数 .我们 先 选 取 蜂 足够 小 ,再 选 
取 a 足够 大 ,使 得 BEM oMa, ad [a Cz.t)dut /av| & 
|3 uf /nd yl 在 Ca 上 都 小 于 May t AEE 


[an + 1 + alz tä, > 0, t) € Gam 


(5. 39) 
这 表明 a lD TE Gsz 上 不 能 取 到 负 的 最 小 值 ， GET Su, =0 
解 的 最 大 值 原 理 , 可 得 
Br (eet) = ht) 十 (zt) S 0.8 
{ee — «af zt) SH, Cz.) EG. 
使 用 类 似 的 方法 ,我 们 还 可 得 到 
ü (et) <0, Hl izt) — uf (zt) I tz) (zt) E G. 
(5. 41) 


(5. 40) 


从 | Cz st) (a9. (2,2) E Gorn» BE 

(nlt) — a Czqt)| S97, (2,t) E Gay. (5, 42) 
ÉF {é,(2.2)} E G EW) el SESE, OT 

jentz t) — ut lz | SS |e, (2,2) | S27 
在 已 一 (z O CEG) A — ABR RRL. 用 iio (200) RR let) 
一 Cr) G RA RR PR ee Aa, zizt) | 27, GEG. 
注意 到 ?是 任意 选取 的 正 数 , 故 le TE Po EE. H tz’, 
上 一 Aitnle O=a (zt (242) 在 点 了 ' 也 是 连续 的 ,其 
WE ous Cast) Fb (ul (xz12)} 的 一 子 序 列 的 极限 函数 ， 这 完成 了 证 明 . 

至 于 二 阶 非 线性 抛物 型 复方 程 (1. 2 的 初 - 非 正 则 斜 微 商 问 题 

CA P) 的 可 解 性 ,将 在 下 一 章 $ 4 中 一 并 证 明 . 
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第 四 章 ”可 测 系数 的 二 阶 非 线性 
非 散 度 型 抛物 型 方程 组 


本 章 主要 讨论 可 测 系 数 的 二 阶 非 线性 与 非 散 度 型 的 抛物 型 方 
程 组 在 多 连通 区 域 上 芍 初 - 边 值 问题 . 我 们 先 给 出 一 定 条 件 下 上 
述 初 - 边 值 问题 解 的 先 验 估计 式 ,然后 使 用 解 欧 这 种 估计 式 , 参 数 
开拓 法 ,Schaudet 不 动 点 定理 与 Leray-Schauder 定理 ,证 明 上 述 
初 - 边 值 问 题解 的 存在 性 . 


$ 1. 二 阶 非 线 性 抛物 型 方程 组 
初 -一 般 边 值 问题 的 提出 


设 G=DX!I 是 空间 CX {0 过 z 亿 TT} 中 的 (CN 十 1) 连 通 区 域 , 它 
以 3G=3G1U3G; 为 抛物 边界 ,这 里 3C, 是 G 的 座 部 ,3G; 为 G 的 侧 


边 , 可 参看 第 三 章 8 1. 
我 们 考 卡 二 阶 非 线 性 抛物 型 方程 组 
Dix syst Ul a8 pags sige "8" sUnr sliny 9 lzzr silry s 


Hiyyt > sare t Unry aUnyy ) 一 by = Oszsyot) EG, 
j= lin. (1.1) 
在 一 定 的 条 件 下 ,方程 组 (1. 1) 可 转化 为 如 下 的 复 形式 


> {Pitter 一 Re[Qyttucc + Artn] 一 Bytes} — wi = Cs 
km) 


j= liven, (1.2) 
其 中 


z= x + iy, u = [ts si] 
1 1 
Hj = 可 [wxr 一 by] sti 一 of ier + wi 
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Uj = 二 [ur — hiy 一 Qittjry le By = Fy Cx ob yU pty pttp tte) s 
j= lren. 
以 及 
Pi 一 [Fi Cott rue stu) dr = P(eyt yu de Hes ts) 
Qa 一 一 2f RC stirita ties cua) de = Qul Zst sth tte raz rha) y 


Ay 一 一 2f Fin {est sus TH, s0,0dr = Ag lt ubatt st.) 
0 4 


Ba 一 一 [Fn (z,f,7e,0,0,Oldt = Bylestsu), 
C, = FiCz.t,0,0,0,0) = Cilet), jek = Laven, 
假设 方程 组 (1. 2 REC, BD 
LP pleted UV), Qalertout UU VI, Anlzsty um)s 

Balestsu), C, (zt) Grk=li nd ERM ES BR uj (zt) 
CEC (G) j=l on) E By RR OU, Cet) Ve DCE LG), 
fj 一 1 在 如 内 可 测 , 且 满足 条 件 

OEE [P,) SE, OE G, j= leon, 

supel | P|? + 10,17) /infe| Py}? Sg < 4/3, 


i = Js yrs (1.3) 
(Pal 3 [Qi + (Aal : | By | <= dus Lz) E G, L,LC,.G] SA 
p> 4, jk = lpn. (1. 4) 


2) KERR ILE MAN Ce. DEG, VEC VEREF wi 
EREC =l em 连续 . 
DAFILERME HG DEG BujER, unEC, ECVE 
BRk=1,2, j=lssn, FG=1,;," ,2) 满 足 条 件 
天 East) — F,Cz,t,u,u,,U7,V") 
= UPV} — VD ~ Re U! — UDI}. 
ai j= irea, (1.5) 
o< (Py) SO. [Pal al] Sga go (d EG, 
SUP ( IP]? + |©,, 1?) /infe lB, (? Sis Fok = Laser gms 
(1. 6) 
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在 (1. 3),《1.4) 与 <1. COMB AOKL), gagi (eb) > gal jk= 
1 8) ho ok AREE MA BL. 
所 谓 方 程 组 (1.2) 在 G 上 的 初 -一 般 边 值 问 题 , 即 初 - 非 正 则 斜 
微 商 边 信 和 问题 是 指 求 (1.2) 在 万 上 的 连续 解 g(z, 旨 一 [an (zyt)， 
Ce tf ECG) j= 1,52), EIA DWAR 
{Fs 
“(z,0) = gz), z € D, f= lny (1.7) 
a + ert = ril) B RelA] + op 一 ov an) 
(z,t) GE IG,, j= Lyon, 
此 处 y 是 点 (zx,t)E3G, 上 的 给 定向 量 ,不 妨 设 在 平行 于 :==0 的 平 
H P A = costy r) —icos(y,, 9). 3g; 3n tager gl =l n), 
(zt EDX EE=0), 并 设 g) Alt), olz1t) ,T(zsf) 满 足 条 件 
Cile D] < kasa; lz ticos) S 0, (rt) € aG,, 


j = ls £l. 9) 
Chiel dG, ] < kot = iat Chha t IG] < ke, 
j= ly ny (1. 10) 


这 里 y RAGO EIG EIERE, M a(0 过 x 过 1) skok MEAE 
负 常 数 . 边界 acC: 可 分 成 两 部 分 , 即 Ei Cilt) €aG,, cosy) 
220,020) 45 E Olle} E 3G: cos (yj 2) 0.6,0}, 而 ETN 
E; =Ø, E} UE; =aG,, EX E; =E}. AF AGN =n - HB, 
OST INTHE Ly, RAS PR 1. LCE 2.30 
EF. 3. 在 一 Ei 人 门 上 与 上 一 Ej 门 上 的 每 一 个 分 支 上 ,都 至 少 
有 一 个 点 ,使 得 cosy; 40; L EN L= ajea Beer sar}, 
O<m, m <o ER LS ,的 每 个 分 支 包含 起 点 而 不 售 终 点 ; 当 
在 点 da 的 方向 等 于 L ATAR GEL a EL, MA 
É a GAA L ARGEL, GEL AMA 
DMAA oj Ra AeA PATS KI, cos p EAE 
号 ,我们 可 设 

ula) = He), t E Th, R= lye mts = lon, (1.11) 
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RED BaP, De Pal BU tlen =a DL AO 
= 6,2), 642) = 1. ,n) 都 是 给 定 的 连续 函数 ,满足 条 件 


Coa), l= Dee, RE. (1.12) 


此 外 ,如 果 在 OG, X {t= aAA E 008 (ys) =0,0;=0, 
那么 边界 茶 件 (1. DTR EHER Rt 

u(t) = rz (et) ED 了 一 1 (1.13) 
HP 7 (z.0G=1.-° nee 


Chaple (et) sa? | = S Chile æst) „3G',] = Aes (1.143 
jel 


这 里 aG j= ULG =i ren). UEDA P. A 
有 条 件 aG' = aG G=, mwm HA P 是 第 一 边 值 问题 , 即 
Dirichlet 边 值 问题 (问题 D) ,而 具有 条 件 cos(y,, 2) > O0Cj=1,°5 
ny (z,t) EIG HY P W-E IA CO). 
ATESA. DEE P 解 的 唯一 性 ,我 们 党 要 增加 一 
个 条 件 ， 
OME CCR, HER (Rk=1,2),V7EC, VER, UF 
等 式 在 G 内 几乎 处 处 成 立 . 
Flzat om wt UV) — Fizi ut U,V) 
一 一 Do Rel Aa Cat — ub). + Bali — a)l, j= len (1.15) 
此 处 Ay. Bami ERIE 
\Aul<co, [Bul <00, (zt) E G, jik = lr sn 
条 件 忆 一 4) 简 称 为 条 件 性. 40 2) 是 线性 方程 组 时 ,条件 1) 与 条 
忻 1) 一 4) 相 同 , 
ERLI 设 条 件 C 成 并 ,又 正常 数 qal GEk, jik=l, en) 
都 足够 小 ,那么 方程 (1. 2) 的 问题 PP 至 多 有 一 个 解 . 
证 我 们 先 讨论 方程 组 (1. DZA P 的 一 种 特殊 情形 , 即 
PB =P,,,Q 一 Wi, qn =0,j#8, 
y= O = Oy T= Ty jok = lpn, 
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设 at= [ui (zt) nt (z,t) (R= 1,2). 292 OP I 
I BS Ay u= [u ser sua = Lee] is eel — a A F-H 
问题 的 一 个 解 . 


Pu jg — Re[Qetjn] + 5 [Re(A ntan) + Ba] 


kal] 
~~ Ua = 0, (zf) E G, (1.16) 
2, Cz,0) =0,2€ D, j = lpn, (1.17) 


St + om, = 0, (eet) © Gy j= latins (18) 

其 中 

P = |F, ætis pq de, s = whe + eu — Wes 

g = uh, + T — as 

Q=-2 | Fu Cat prgsddry poet cl 一 了) 

u = w + rla — u’), 

Ay=—2 | Fin estsus prgssdr, bi = ul, + thal — aD 

j= lean, 

Ba =— | Fi Ce prg dar, u = u? + cul — uf), 


k = 1 ，… nn, 
引入 一 个 淆 数组 的 变换 eB =f ,wje ,这 里 号 是 待定 
实 常 数 ,那么 方程 组 (1. 167 三 转 化 为 


Re[Qu,..] 一 >) [Re (Aat) + Bav] 一 Bv; = vys 


j= 1，…… en (1.19) 
Me 乘 以 上 方程 组 相对 应 的 方程 ,然后 相 加 , 可 得 关于 = 
Doa BWAR 


L (Peou Ren] h) = D LP val —ReQ (vg)? ] 
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+ > ReA pvt. + > Bav + Bui. 《1, 20) 
1 ik=] 


Ik= 


注意 到 
DLP lee]? — Reton] SOC — go) > fol? 


a _ kiv 
和 _ (2 a. 
2 > Ref Agu. | SL qo) » EA + BC —q)’ 


了 时 一] 


| > Bavor = Zhu? > 
pent 


MR AE GHARA Po 达到 它 的 最 大 值 , 且 1v(tPo) |? HO, BS 
在 点 PP 的 一 邻 域内 , (1.20) 的 右边 之 LB 一 4 和 一 万 /8(1 一 90) Je’. 
我 们 可 选取 常数 BEB Bak, t+ /8—g) .根据 第 三 章 定理 
1.1 关 于 抛物 型 方程 的 最 大 值 原理 ,ww 不 能 在 内 达到 它 在 避 上 
的 非 零 最 大 值 ， 此 矛盾 证 明了 CEC RAE 3C bik 
到 . AF 娘 适 合 如 下 的 齐 次 初 -边界 条 件 


vz,0) =, z€ D, (1. 21) 
È 

ZL + pate te? = 0, (ent) € aCe, (1. 22) 

wat) = 0, É € F, k = Lye Ms Cl, 23) 

wzt) =z Ü, {z,t} €E aG' , (1.243 


MR AE 3G 取 到 它 的 正 的 最 大 值 , 易 知 最 大 点 PE3aGe 人 TU 
aG'}. BU ATE. AG. 1) (t= to= BR ORT AE LOY 
能 有 三 种 情形 :1. LUCE. 2UCE. 3A LOS=E*NL SL 
=E NL 的 每 一 个 点 集 上 ,至 少 有 一 点 ,使 得 cos ty,p) 隆 0， 如 果 
对 情形 1 或 2,Po€ ZL', 那 么 在 点 Pak, € 


ye 
Oe + Role te? (ayt) > 0 <0, (1. 25) 


这 与 (1. 22) 4A IB. 对 于 傅 形 3, 如 果 PAF + 与 5 的 任 一 分 
ZL ARASH: PE UdG) ,根据 前 面 同样 的 理由 ,可 导出 在 
点 已 ,有 cos(op 一 0，a 一 0,， 因 为 否则 ,根据 第 三 章 定理 1,4, 也 
可 导出 (1. 25). AT 表示 LR La PL fii cos, = 
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0，c 一 0 成 立 的 最 长 曲线 ,可 知 ot km) BET 的 一 个 端点 . 
MRE RUAA ZOH Sm) BALBA PELNE, 使 得 
在 此 点 ,可 能 出 现 三 种 情形 之 一 :1)cos(vwAp)>>0，ams/3p>0， 
cos(y,s) >0( <0) ,av*/ase0( <0) oP 0, 因而 在 此 点 PLA 
oe + 2o? = a soso, p) + a cos(v,3) + 2o >O, 

(1. 26) 
此 处 :是 工 在 点 户 的 切 向 量 . 2)cos u) <0, av? /aye>0, cos(y, 
HLO), av?/as0(0) of P' <0, AMER Pr ,有 


a0 bo? = av av! ， 
ay 十 20 = gp re) + 3; cos(v,5) + 2ev’ < 0. 


(1. 27) 
3) 在 点 P' Ab costu, 0) =0, aHA0, 于 是 在 此 点 ,有 
了 十 2 #0. (1. 28) 


这 些 不 等 式 都 与 (1. 2DHFE. MEMS a <<’), 
那么 在 点 下 的 一 邻 域内 ,可 能 出 现 两 种 情形 :1)y 在 点 到 的 方向 与 
L 的 方向 相同 , 则 必 有 一 点 P, CAFU a HEAR HRC 
LO) EB EWA PLLA cost). 2) 0,000, Bit av /avt 
2a <0, cos(y, <0, II>>, cos(y,s) > 0, av*/dss0, o 
二 0, 于 是 有 av*/avt+ lov’ <0. 这些 不 等 式 也 与 (1. 22) 相 牙 盾 . 2) 
VE aH AAS LAMAR ROA P, CATU Hie 
点 的 一 曲线 (CL+) 上 ,使 得 在 此 点 也 ,有 cosy, pe) 0.0>0, Ait 
有 av® /avt+ 2ou' >0, aE cosl 4) >0, o=0, FEE goz/ay 十 2cr 
>0. 这 些 不 等 式 也 与 (1. 22 BH. 因此 可 得 =0, wj 二 0， 
即 i=, j=l; sn t) EG. 

其 次 ,我 们 讨论 一 般 的 情形 . 设 =i nil] 
程 组 (1， 2) 之 问题 P 的 两 个 解 , 容 易 看 出 :t= [Lu Cd ran ]= [eet — 
uly oul — ui Je F-E AR: 


> [P pun — Re(O su. + Apun) 一 Baus] 


a=] 
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-- uy = 0, (24t) EG, (1. 29) 
#;(z,0) =0,2z € D, j = 1; amt, {l. 30) 


Ou; . 
3 二 Cu; = 0， (z,t} € aGes 本 一 lyna (1. 31) 
f 


ul) = 0,2 E Ti, R= lpo, 

ulet) = 0, (z,t) E IG, j= lmn, (1.32) 
其 中 
P, = f Fj, (tius prd»s)dr, Qn 一 一 ?| Fi (2st 5s Prgrsat, 

jok = Lye yrs 
而 As. Ba Cp k= 1.50) 51. 16) 6 A I. FC. 29) — 
C1. 32) 的 右边 均 为 0, 它 们 都 小 于 一 个 任意 小 的 正 数 © RE 
后 面 咏 4 中 的 定理 4. 3, 可 得 估计 式 
Chinlu.G] < Mik, fzli e <M, (1. 33) 

这 里 M =M, lóg prkosa, G) J=1, 22 PAE BW k= Ze. 
由 于 正 数 e 的 任意 性 ,让 20. A 33) 可 知 有 CL. G=, A 
而 有 w=0, 即 (zd) = (rt) (2 et EG. 


§ 2. 二 阶 非 线性 抛物 型 方程 组 的 第 一 边 值 问题 


我 们 先 介绍 与 方程 组 (1. 2 之 问题 D 相关 的 齐 次 问题 的 一 些 
积分 算 子 及 其 性 质 ,给 出 疝 题 和 解 的 先 验 估计 式 ,进而 使 用 参数 
开拓 法 与 Schauder 不 动 点 定理 ,证 明 (1, 2) 之 问题 DD 的 可 解 性 . 


1 方程 组 (1. 2) 之 问题 DP 解 的 先 验 估计 式 
5 (22. 1 设 ulz) = [u czt) stair O 是 方程 组 
Lu = uua — Ha = 0, 即 Lu; = tta — Hits = 0s 
j= lps, (2. 1) 


之 问题 Do 的 一 连续 解 , 它 适合 齐 次 边界 条 件 
让 网 信人) = 0, (zt) E JG, j= Lact ns (2. 2) 


= 159% 


而 (2. 1) 中 的 H OGS e DMA ERR BAA FRSR 


lulli = > Nase ey SS ulee (2. 3) 

| Henle „0O & [Lal yO) = [| Ze jee» (2. 4) 
j=1 

lulli o = = > EF lgo S Zall os (2. 5) 


其 中 (2， 5) 对 于 G 是 单 连 通 区 域 即 N 一 0 时 成 立 . 如 果 ule ER 
界 3G: 附 近 均 等 于 0, 那 么 (2.5) 对 多 连通 区 域 G, 即 N>>0 时 也 成 
M- 
证 ”我们 先 考虑 ule DECORE ADAN: A 
|] ,liuldazdydt = || lua ~ Hul’dzdydi 


= i 5 [tj 一 rey [rd rd ydt 
om 


= fl. Sh lapel? + [Hag |Ddadyat 


jml 


— 2Re > H M wttud rd ydt. (2.6) 
使 用 Green 公式 ,可 得 
— Re 5 H Al. Ujastty dod ydt 


元 二 一 上 


_ Re NH, T, jusle, T) |’dzdy > (2.7) 


fwd 


这 样 一 来 ,对 ule dD ECG), M2. 6)» BNE 
> llitjellz es < Zullo ， 
1=1 


>) WF elle < | Ze 


get 


出 于 CY (GG) 在 空间 WEG) =W ONW O PH BBE. ,可 
知 有 (2， 352. 4). 进而 , 当 uj ECF (G) =l, WA 
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[tta lt = [tea f? — Clee, | ez + 2ZReCeejectejedes J= lpn, 
(2. 8) 
依照 Green 公式 , 当 万 是 单位 圆 , 即 N=0 时 ,从 wj(z,0) 二 0，|z| 
=1, BU HEM 2Ref zu, J=0, |z}=1. 因此 


fl. [Clete Ja — 3Re[a aandydt 


=Re 5; {| Ellul? — Bijt Jdzdt 一 一 Limf | ude, dt 
t JJP 2 odr 


T 1 T P ; a 一 一 5 了 = 1 7 a 2 
3 | Im Cisw iw, u,diz)] = Lf [a |*dde = 0, 


j = Ly ent, 
因而 可 得 不 等 式 (2. 5). 而 当 NO, Wi oz E 3G 
0, 那 么 也 可 导出 (2. 5) 式 . 

记 
A, = 1a UP belt CYL [Eats] yp >1,j = leer (2.9) 


WEE LC Lu, GI40Cj=1,-+.2). AO RBA AL]. 使 用 
Riesz-Thorin 定理 ,可 知 存在 一 足够 小 的 正 数 < 使 得 ,对 常数 qo 过 
1, 42<poc2te, H pA, REX Lu E L, (G HE Lp CLu G] 
+0. 有 
gobp tye] S goApoL, uG] < Lp Lu; G], j = lyen, 
(2.10) 
现在 ,我 们 考虑 形 如 下 的 线性 方程 组 


SOUP tess 一 Relatie) | — hy, = C;; (zt) € Gij = lye sm, 
#1 . 


(2.11) 
并 证 明 以 下 定理 . 
定理 2. 2 HFE 11) 满 足 条 件 C, 又 其 中 的 常数 quite, 
jek=l, en) Ba TT = urt) satan lest) age. EC 
ONAE KG). FH 1p C2 LL) ZA Do 的 和 任 一 解 ， 则 
zf 满足 估计 式 
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LoL lee} + ftl + lee] «GJ 


= ST LaLliga + [tel + lug] GIS M,, (2.12) 


当 N=0; 或 在 边界 3G; 附 近 ,w(zw) 二 0, 当 N>0 在 上 式 中 ,MM 
=M, CA, rk, ; 思 'G) 是 非 负 常数 > (qo mm). 
证 记 Aj;=infg Pijs 并 用 AL j=l, on) c2. 11) ,于 是 u= 
Lu [| goer tt, (2 ot) LEY 下 初 - 边 值 问题 的 一 个 解 : 
Tu, = STP pi 一 Re(Q tte) ] 一 ju, = js 


&=1 
j=l (2:13) 
uj(z,t) = 0, (zt) € 3G, j= lyen, (2.14) 
iib Pa= Pal A Oi 二 Qa/hi， H= LAs j= 二 1,… ,nn RIH 
《2. 13) 改 写成 
Tu; = Lu; + (Py — Wage — RelO,2¢;,2] + D; = ©,, 


D, = > [P atts — Re(Qym.) ]» lz) EG, 


tel, jk 

j= lyen (2.15) 

这 里 Lj 一 ws 一 Hux， 从 (2- 15), BUR 
(Le! < (Eul + [Py 一 Dare 一 Rela] + Dle 

j= lar, (2. 16) 
进而 必 有 一 足够 小 的 正 数 e tE 
[Ley PCL O (Eu |:+ Cl +e) | CP, — 1) up Re [O20] 
+D PSOH |Č P+C+e)0¢P,— 1)? + |, Pte] 
XE lte PE | tte | EY CY tee FEA | tee PT eG Let os 


J~1 


(La = D e PS Ate ICP + He) 


jal 


x max supi (P; ~1¥ + [ĝl + e] >) Clija |? + jas |? ] 
j=1 


Lg fein 
(2.17) 
» 182° 


其 中 我 们 选取 常数 ga GEk, f2k= len), ORB BA 
[DI <6, DCC ese? + Lape PD /nl = max syp[ CP — 1) 


+ Iĝ, +eJ< + @=2W1+edteady<i, 


(2. 18) 
根据 引 理 2. 1, 我 们 有 
max fl. lun | 'dedydt, i. lHu, |*dædydt, 
由 ldrdydt |< fl, iteiazayar, (2.19) 


只 要 ga， jhk=1, :足够 小 ,从 (2.17),(2.19), 便 可 得 到 
Wtaraya <a+t eo ‘Elaraya 


420 +) + ada] Lul dzdyar , (220) 
于 是 有 


一 1 
lardsas < rt 


$0 二 ej)ll en 


: |Č | drdydt . 


(2. 21) 
使 用 条 件 C 中 的 (1. 3),(1.4), 联 合 (2.19) 与 (2, 21), 即 可 导出 估 
计 式 (2.12). RE RNEER: MERE LDE WALA 
(2. 18) 的 最 后 一 式 . 车 实 上 ,由 (1.3), 即 

: n _ mpl Pyl + IQD 4 

sup( |Ë, + | 全 上 = inf [P12 <3 

RNA 
7= sup[ (P, — 1} 十 19,173 < sup[ |P? + 18,17] 

+ 1— 2infP, < sup[|P,l + |B,/1+1-2<4, 

这 样 只 要 正 数 eoe 2B) RYBA 2. 18? 的 最 后 一 个 不 等 式 . 
注 如果 用 方程 (1. 2)? 来 代替 方程 (2. 11) ,又 wlz,z) 是 (1. 2) 

之 问题 Do 的 解 , 且 此 解 满足 估计 式 
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C'el u, G] = C u, G] + Cle, G] SM, (2.22) 
这 里 对 ,是 一 非 负 常 数 ,那么 uen iE RRR. 12), 但 其 中 
RM WS MAX. BPM, =M: qk s pG M). 
定理 2.3 BRIEC (2. 22) RI MR qua ÆR 7 k=l, 
"MH RB) BAEC. DZA D {ER ale. ORE A 
计 式 
khale Gn] <M, = Mike psMaiGa}, 《2.23) 
此 处 Ga= (ie, nD EG, distlz, M 1/m, tEl}, m 是 足够 大 的 正 
整数 ,8(0 过 Psa),，M, 都 是 非 负 常 数 ,而 = Cho rks). 
证 我 们 只 要 证 明 (2. 23) 对 区 域 Cyl = Cyl RU BAK 
域 G。 可 由 有 限 个 形 如 Cylon = { xz r | <a cece tr 
复 盖 ,又 通过 变换 “一 = 一 z，z 一 上 一 二 一 六 a Cyl, E HE 


域 Cyl., 这 里 7 为 足够 小 的 正 数 ， 使 得 4 一 过 ,这 祥 便 可 达到 上 
述 要 求 . 进而 ,我 们 构造 一 个 二 次 连续 可 微 的 函数 g(z,t) 如 下 ， 
1, (2,0) € Cyl., 
glen) = i (z.t) € {0 x INCyL,. 
O< gle.) <1, (zt) € Cyl, \CyL, 
at a R 
u(zyt) = g(z.t}[ulz.t) — u(0,0) — 2Re z «(0,0 | 


使 用 第 三 章 引 理 2. 4, 可 得 不 等 式 
I. [utz t} — (0,0) — 2Re z u, (0,0) ] 


E(— z, — t)(— 2) t "did ydi 
< [ll [oD FEC z, — (~ D dadydt 
Crh, 


< 人 人， (Lu El— z, —t)(— 1) "dxdydt 


+ I ， [uCz.t} — u(0,0) 一 2Re z u,(0.0) JE(— t) “dad yd 
Cyi,, 
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+ I] [2Re(u,(z.t) — u,(0,0)) PEC — 2) "dd yde} 
Cyly, 


<M, rfl. (Su EC 1) Adadydt + My |< M., 
I'r 


这 里 我 们 使 用 条 件 (2. 22) 与 第 三 章 引 理 2. 5, 并 选取 正 数 8 足够 
小 ,使 得 


i (LuV EL— t) drdydt = T |IC|E(— t) ~*dxd ydt 
Cyl, Cyl, 


Zip 314% 
<fi ,IClrandyat | i EN — -mdrdydt| < kM, 
Orly, Yar 


C2. 24) 
He Bk g= p/p- 2). Mj, =M,(Osq.ks p. Bi Mos Gma) 0 一 3 ,7) 都 
是 非 负 常数 ,因此 使 用 第 三 章 引 理 2. 3, 便 可 得 到 估计 式 (2. 23). 
定理 2.4 在 定理 2.3 相 同 的 条 件 下 ,方程 组 (1.2) 之 问题 万 
的 解 u= [ui Crt) sees (ee) 满足 估计 式 
kanlu G] = Mas ifeellw2 cs SMe (2.25) 
IXE g= (goog) » R= CRoskiske)s BOO Pa), M,=M,Cosqsksa, 
b MaG) (J 一 8,9) 都 是 非 负 常数 ， 
证 ”我们 先 求 齐 次 Dirichlet 边 值 问 题 
Lu; = upe — Up = Os (2,8) E G, j= lyerryms (2.26) 
uz. 0) = giz), z € D, j5 lemn, 
u izt) = Cet), (est) E AG, j = Lyte en (2.27) 
BSE = i Cet) as 由 [81], 可 知 它 满足 估计 式 
Chl. G] S Mio = Mila, k G). (2. 28) 
容易 看 出 : AKH 
Ulz) = ulz,t) — Rlzst), Gt E G (2.29) 
是 以 下 初 - 边 值 问题 的 一 个 解 ， 
LU; = > (Piece 一 Rel ne + Aw | 


— Bw) —U, = Rye j= lace on (2. 30) 
Uz, D) = 0, zE D, j = jpn, 
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U (2,0) = 0, (zt) € 3G, j= Lyon (2.31) 
其 中 
R; =C; — Luis EG, j= lpr. {2. 32) 
现在 任 取 边界 3G: 上 一 点 P 一 (z… t), HRR CP, RN 
Ay UG. aG* =aG, NE |x| 二 1}X7j 从 GG 连续 开拓 到 G 的 
MARI C. 事实 上 ,只 要 引进 函数 
Ulz), (44) EGUIG', 
— U2), (2) € G, 
HFa, D=, DEG, BR RelLizl,]=0, Hf 2U,=2U,, 
(zs) €aG’ , M4 2<=W/FEGUaG', D, =U: 1/27), Ba 
20.=2U,, (2,1) €aG’* ,这 表明 六 ,六 , 在 GU5U9G' 内 是 连 绪 
的 . 注意 到 
a =— |e Ug, Da = — Ug ~ 22750, zt} E GU IG’, 
(2. 34) 


Utz,t) = | (2. 33) 


可 知 吕 (z;#) 是 以 下 方程 组 于 GUa9G* UG A: 
> {PD m 一 Rekaan + Aw] 一 BL.) 一 U, = RK,, 
j= 1 《2. 35) 
其 中 


Palzt), Quizt), 
Pa = aF oO 
Putl/z,t) is|1， utl /zt 


A Astzt), 
A f AOE + 2 a/e, 
_ JEst), _ R(t), (zt EG, 
a leave. 7 世 R,O/2.t), (22) E G. 
(2. 36) 
不 难看 出 ,方程 组 (2. 35) 满 足 类 似 于 条 件 忆 中 所 述 的 条 件 . 因此 ， 
仿 (2. 21) 与 C2.23), 可 得 到 证 (z,8) 与 w(z,t) 在 3G' BiG. = 
rD €GUaG" , dist((z.2),3G.\G" ee" 汪 0} 所 满足 的 估计 式 ， 
Bf 
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CrpalusG. ] S Ms luite.» LM (2. 37) 
这 里 Mj=M,(f ,qbarprere’ 5G) (j=11,12). 
联合 (2. 28) 49 (2. 37), 便 可 得 到 估计 式 (2. 25). 
定理 2.5 设 条 件 C MU. g GEk, jik=l BLS 
小 ,那么 方程 组 (1. 2) 之 问题 D AR ae 


Ru =CybelusG] = Dp Crtnlu G] = Mi, 
=) 


Su = lu lee cee = > lize {lez = My, (2. 38) 


yal 


这 里 8(0< Axa), M;=M,(8,q-k,0,.p,G) (7=13, 10 MERE 
x. 
证 如果 定理 1. 1 成 立 ,我 们 要 证 明 有 以 下 估计 式 
Cu GE Mi, = MB ,ga pO) . (2.39) 
假如 (2. 39) 不 成 立 , 则 存在 满足 本 定理 条 件 的 挑 物 型 方程 组 序列 
> {Phim 一 ReL QR + Aina | 一 Bju} — uy = C7, 


i i = Ler sme (2. 40) 
与 初 -边界 条 件 序 列 


u,;(z.0) = gr, tz), z&€D, j= leen, (2. 41) 
uj (zt) = ri (ast), (zt) €E aGes j= lynn = 1 2 
(2.42) 


RE glr) Ble OG=li sam =1,2.° 0 REA 9F 
《1. 14)。 不 妨 设 1P Q) (Am). (BR). C HE G ASP SS A 
于 P,Q AY, Ba Cl, 而 {87 (2), (x7 (zt) ) 47 SFE DD,3Gs 上 一 致 
WE ole (ze) 《并 一 1, ads 并 且 初 - 边 值 问题 (2. 40) 一 
(2. 42) 具 有 解 u" Crt) (t ECOG, je lrinem= l2, 
<=) ,使 得 C ,CG]= 二 HH" 一 co， 4 meoo, 不 妨 设 Hl, m= 
1,2,… ABBY U" =w"/H" 是 以 下 初 - 边 值 问题 的 解 : 


k=] 


« 167 « 


— U, = C/H", j= lyons (2. 43) 
U% (2,0) = gf(2o/H", z€ D, j= lren, (2. 44) 
U" (2st) = rt(z,t)/H", (et) © IG, 
f= lenm = 12.0, (2.45) 
由 定理 2. 4 中 的 结论 ,可知 [六 满足 估计 式 
Cran U” ťG]S M,,, IU” letas S Miss (2. 46) 
此 处 BOO< Pa), Ma5 Meqa p ORRERA. 于 是 从 
{1 h (UT h ARTIRIL U"), (UT) ,它们 在 如 上 分 别 一 致 收 
AEU US, iUm), (Uuh Ur E G EDAS ARE U U, 
PP, 而 1 是 以 下 初 - 边 值 问 题 的 一 个 解 . 
> {PAU a 一 Ref QU x + AW] 一 BYU} —U, = 0, 


j=l, 

Uz,0) = 0, r ED, jaler, 

USt) = 0, Cz) E Gas j= levan. 
根据 定理 1.1, 可知 U’ = [U ULI HO. Ce EG 然而 从 
C'U" G]=1, WHH: EGEDE- Als C) 使 得 
SOLIU se") + [UR t] > 0. FEMT fita 
(2. 39) 成 立 . 再 使 用 定理 2.4, 便 知 有 千 计 式 (2. 38). 

FR ,我 们 不 使 用 定理 1. 1, 而 是 使 用 第 三 章 中 的 定理 3. 2 来 导 
出 估计 式 (2. 38). 我 们 可 把 方程 组 (1. DAE 

P tm 一 Relje + Ajte] 一 Byte; — us 


= SF (ast tty, a Mee + les) + C,(z,t), 


fi= 2 {~ Patties + Re[Qjattee + Anun] + Bars}, 


(eye) € Gy j= irn (2.47) 
注意 到 条 件 C 及 gu UZk, jrk=lie in) BB REE EB 
的 正 数 ,使 得 
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= ||; lze ‘lay Se < É (Ru + Su), j= litem. (2.48) 


Os HOA = Ee BBS. 2AA E, AEH (2. 47) 之 问题 DD 的 
解 u= [us Cretd yen wu, (2st) 满足 佑 计 式 


Ru =Car [u Keg = D> Chale; :G1 <= M., >` [k, + Rf) 9 
j=l FES 


Su = jalli- = » leli cc < Ms >) [k + Rf, |, (2.49) 
s=1 j=l 
ŽE M;—=Mj(8.qskia.p,G)s j=17,18. JA C2- 48), (2. 49), 可 得 


Ru = >) Ru; S Mulak, + e(Re + Su)], 


j=] 
Su = Ds < M alnk, + elRu + Su)]. 


RAZREZ e Eh, 使 得 Mrl Muel, MaMa LO 
eM,,)(1—eM .) <1, 那么 有 
一 


Ru 一 [nk + EsSu] Su = ‘Ma [nk, + eRe}, 
因而 
Ru =; Muy {nt tex Mer [nk, + eRu]| 
| 
[: ~ 7 Mer; “1 Me- |= Miss 


Mi 
Su Tem, Lm + eM, = My. 
这 样 就 完成 了 证 明 . 
2. 方程 组 (1. 2) 的 第 一 边 什 问题 的 可 解 性 
我 们 先 讨论 方程 组 (1. 2 的 一 种 特殊 情形 , 即 
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f” {Paun 一 Re[Qytties]} — wa — f;lzstu) = 0,2,3) E€ G, 
t= 


Silst) = Y Rel Api + Buus] + Cj; j = 1, ns 
pari 


x2. 50) 
其 中 
Py = Pyle boite tte) Qa = Qals rte rts)» 

ie = Aylz,t), Ba = Balzst), C; = Chet), jik = lren. 

定理 2.6 如 果 方 程 组 (2. SOMBRE C A gel GFks jk= 
1-52) EBA IBZ. (2. 50) 之 问题 D 是 可 解 的 . 

证 为 了 使 用 参数 开拓 法 ,我 们 考虑 带 参数 AE [0,1] 的 如 下 
初 - 边 值 问题 (问题 D): 


> {P atli 一 Re[Qarxe 一 &y 一 下 六 (ae) 一 Rist), 
kæ] 


了 一 ls (2.51) 
4;(2,0) = FACE zE D, j = l;a, (2.52) 
u lrt) = ril), (2,1) © 3G, j= lyen, (2.53) 


此 处 Rye) (j 一 1,… AEE RE RE 
LAG) (p>4s,jqleon). 4h-0 FRA eZ. 8, a 
D BOA uC) = ut irst), le OIE B, Ble. HE 
CaO NW O Glen). WE AA, COXA <1), 方程 
组 (2. 51) 的 问题 Ze 是 可 解 的 ,下 面 将 证 明 : 存 在 一 个 不 依赖 于 ho 
的 正常 数 ,使 得 对 任意 的 AC R= {hh (SE 0R}, 251) 
的 问题 D RAR uO € B. 为 此 ,把 方程 组 (2. 51) 改 写成 


5 { Pats. 一 Re[ Quum]? — Ha 一 hf lertu) 


£=1 


= (h — Ay) fz) + Rest), (z) © G, j= Levee an, 
(2. 54) 
任 选 一 函数 组 ue = [at EB PRERA. 547 等 号 右边 u 
的 位 置 ,容易 看 出 ;Ch 一 ho Set u) HRD E L,G, pra, 
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一 ] ?2 根据 和 的 假定 ,可 知 对 应 于 方程 给 
j {P iriri = Re[Q tt... 1} — by 一 hof jCz,t sm) 


= (h — hy) filestyu) + Ret), (zi) € Gy j= ,ns 
(2. 55) 
的 问题 D RAW u= [ulh] EB HABER, RG 
问题 D* B59 RE EA uE BCm 二 1,2,……) ,它们 适合 方程 组 和 初 -边界 
条 件 : 
之 {Pldt! 一 Refugi J) — hof læta") 


= (h 一 ho fC stu") + R Cet), (zt) € G, J = 1, ,ns 
(2. 56) 


é= 


utt'(z,0) = B (2), z€ D, J = ls" ns 
ut (tz,t) = rat), (Zt) © AGy, J = lenon. (2.57) 
依照 定理 2. 5 中 的 证 法 ,可 以 导出 
Cte GE] 一 Deier G] < |k ho MC” Uu", G], 
jet 


这 里 M=M(8.q,4,0,p GEE BM. W 6 二 1/2CM 十 1) ,我 
们 有 


lert = Cle CG] < le", AEE, 


因此 当 nem >N+2(>2), 有 
lart — of] 27M flue! — wel, 


fat — wa Da — l = 28 — wl. 
á=] 


这 表明 lw 一 wr" 一 0， 当 n,m 一 oo0、 由 Banach 空间 上 8 的 完备 性 ; 则 
知 存 在 ww" = 二 [wi seg JE B, 使 得 we 一 uw >00, 4 anaa. A 
a’ EFRA. 54) 之 何 题 DEE) 的 解 . 这 样 一 来 ,从 方程 组 
(2. 54) 之 问题 D 的 可 解 性 ,可 依次 推出 其 问题 新 ,问题 D*,…, 问 
E DHT RE I RDS Gl ,n) 的 方程 组 C2. 54) 
之 问题 万 ', 即 方程 组 (2 50) 的 问题 D 是 可 解 的 . 
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定理 2.7 如果 方程 组 (1. 2 REC, May jk, j k=], 
… ,7) 都 足够 小 ,那么 (1. DK D ET RN. 

证 引进 Banach BRC OG) HAR AOR B, 其 中 元 
素 是 满足 条 件 

C [uG] = SIC G] Mis (2. 58) 
HERRA RHA = Lele], 上 式 中 的 MoE 38) 中 所 示 的 常 
RM. fe ARH U= LU JER, 代入 方程 组 (1.,2) 系 数 
中 适当 的 位 置 , 则 得 
5 {P aties 一 Re[Q tre + Apin] 一 Bpi} — ty = Cj(z,t), 


Sleen. (2.59) 
此 处 Pe Poet U Utter steeds u= zst U sU stiati) Aa 
Aa lzst, U, U.) Be= Balet U), jek=1s on 容易 看 出 :方程 
组 (2. 59) 满 足 (2. 50) [al FE AY R PF: AUE H E2. 6,(2.59) 的 问题 
DHE u= [ussu], A EO. 5, IR E Bo 用 二 
人 S(O) 表示 从 UE Bo 到 4 的 映射 , 根据 定理 2.5, 此 映射 把 Bo 映射 
到 自身 的 一 紧 集 . 为 了 证 明 w= SCE B, 中 的 一 连续 映射 , 任 取 
AREP U” lz) E B On=0,1.2,00), BC LU" —U,.G] 
->0， 当 moo, WẸ u” 5505 u =SC) AM, BREF a" = 
u” — u fh Fr H 

5 (Pa at. 一 Re[Qyant. + Azar] 一 Bia} — är = Ry, 


j= leven, (2. 60) 
其 中 
Pa =P alz, U" U2 a, 2), 
OM, =O, (2.0 U" U0 a Do, 


Rr = > {Pale Ul" UF au) 一 Palzst UU? ului) Jeh 
k= | 


— Rel Qul U7 UY wh) Qal t U U. ut, dy) Juh 
—ReLA tz U" we) —Antz.i 7? sO) Jue 
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— [Balest L Bale stsU%) uts j= Nn m= Zeer, 
使 用 第 三 章 引 理 1. 7 中 的 证 法 ,可 证 :| ls Hl eons 当 
zz 一 5。 由 定理 2. 5 与 定理 1.1, 可 知 z 满足 估计 式 (2. 38). fT E ww 
= SU) ete -— 9 PE r t {wz} 在 G 上 分 别 一 致 收 化 到 ee, 
BM Ci’ u" —a’ GJ>0, 44 moo, KR eS BEM 
到 自身 的 一 紧 集 . 由 Schauder 不 动 点 定理 , 则 知 存在 xE 召 , 使 得 
2z 一 Se) TO RH e 就 是 方程 组 (i.2) 之 问题 DD 的 解 . 
为 了 证 明 方 程 (2, 51) 当 =0 时 间 题 太 的 可 解 性 ,我 们 先 考虑 
形 如 下 的 二 阶 仓 物 型 方程 42. 51) 的 特殊 情形 ， 


up dx = STC), F 5 { Pittis 
i=- 


7 Re[ Qu.. ]} 十 R"(z,t), J = lw, (2. 61) 
这 里 
[Pu — Ses 


Qu Ry z E Gas 
* ie a = h” z=] 


0,2€G,,; 
此 处 G。 如 (2. 23) 中 所 设 . 正如 第 三 章 定理 3.4 的 证 明 中 那 祥 ,可 
将 (2.61) 之 问题 DPR u= Le Cet) se (zt) | 表示 成 
ulz) = Uird) + Viet) = Ule) + lest) + v(z,2), 
(2. 62) 
Hp US [U (zee) ee U2 (zat) | Dirichlet 边 值 问题 2. 26) 一 
(2.27046 GC ERR (EBB LAY Ce TE rt} HV; lz). 
ti Viz DEHE 
View Va 5 filet ULV), b E Ga =D xf, 
j= lpn, (2. 63) 
适合 齐 次 Dirichlet 边界 条 件 
(zt = 0, (2,2) € AG, 了 一 ] yn C2. 64) 
的 解 了 一 LV izt) iV, C202], 402.63), 02.64) Ff, Do = 
{zj 三 1). 如果 方程 (2. 61) 满 足 条 件 C, 又 其 中 的 qa GAR. pea 
Looe nm) 都 适当 小 ,那么 由 定理 2, 5 中 的 (2. 38) ,可 得 V(z,t) U Ce 
7 所 满足 的 估计 式 
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Chtel Gol + IV lize, = Mis = Mi(8.q,k,0.psGa)s 
(2. 65) 
Cr3nLU GI + IC e+e = My = Mut 9, ka prGn), 
(2. 66) 
现在 要 求 以 下 边 值 问题 在 GEH Tiz). 
Vice — Oy = filets + DY, (et) © Gay f= lenen 
(2. 67) 
Fzt) = 0, (2,4) € Gas j= Lorre on. (2. 68) 
AEC PA. 39.01. OR ga GEk, js 二 1.… sn) 足够 小 ,类 
(UF C2. 20) 的 导出 ,从 (2. 67) 可 推出 =T T, 满足 


LV,G] = SULT, Go] 


smi 
Ite’ 
< [1 — 2b+eC1 + 64 
其 中 R+S=[R,4S,. RAS, ]. Mi 


1/2 
] ° LCR + SGi] 


R+S; = D PU — RGU]? 


十 RICZ), j= len, 

因此 由 压缩 映射 原理 ,可 求 方程 (2. 67) 适 合 齐 次 边界 条 件 (2. 68) 
之 问题 DARE V2.2). 而 u(tz1t) SU DAV 2 DRED Ee 
(2. 61) 之 问题 DHS FR. 再 仿照 第 三 章 定理 3. 5 的 证 明 方 法 ,可 以 消 
去 方程 (2. 61) 的 系数 PLQ GC 的 边界 3G 附近 等 于 0 的 假设 ， 
我 们 把 所 得 结果 写成 

定理 3.8 设 方程 (2, 51) (4h 二 0) 满 足 条 件 C, 又 其 中 的 系数 gq; 
GÆk, fok= 1 2) 都 适当 小 , 则 其 问题 DD 是 可 解 的 . 


$ 3. 二 阶 非 线 性 抛物 型 方程 组 的 
初 -正则 斜 微 商 边 值 问题 


本 节 中 ,我 们 先 给 出 方程 组 (1. 2 之 初 -正则 斜 徽 商 边 值 问题 
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解 的 先 验 佑 计 式 ,然后 用 这 种 估计 式 及 Leray-Schauder 定理 证 明 
C1. 2 此 初 - 按 值 问题 的 可 解 性 ， 


1. 初 -正则 斜 微 商 边 值 问题 解 的 先 验 估计 


定理 3.1 FERO DERC Y gal jEk, jk=l, 
2) BI 4h, mE. 202 A O BER ua ER 


C" La, G] <M, < co， (3.1) 
这 里 M.A FRE BAW RET 
Cilu G] <= M» Mail e2-tecsy <= M, (3. 2) 


此 处 g= Cqo og k= Cho kp ha), Mj 二 MM (Bg ka pM G) (j= 
2,3). ACO< 6<a) 都 是 非 负 常数 . 

W. 使 用 引 理 2. 2, 定 理 2. 3 中 的 方法 ,可 证 方程 组 (1.2) 之 问 
BO WIE- ale ORR 

Chie G] SM, jullie Ms. (3. 3) 

He tb C= (DEG, dist((z,1),dG,) Be>d}, e AER, M = 
M (8.q.k0a. p MiG}(I 二 4,5) 都 是 非 负 常数 ， 

其 次 ,如 果 存 在 一 曲面 OG = (12t) E 0G, v= u) CAG, RNI 
BR G RÉF z IRR f= Tiled. Keo], 
使 得 fkz OSA 


全 
Hi oes), (x, D EIG, j=l (3. 4) 


这 里 产 是 2C: 上 枉 一 点 的 外 法 线 方向 ,于 是 
Ug) = altel? = [aj Ce tel? yo (2, Deke? ] 
(3.5) 
适合 边界 条 件 


A cy 
on = reel, Bl Se Ptt; E + om = tj let) € IG, 


j= lo on, (3. 6) 
WYER HU = (Uo U, SE Ea BAA 
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SPU ee — Relu Us + ApU nd — BU} — Us = Cj, 
k= 1 


. J = 1 oft. (3.7) 
其 中 系数 满足 条 件 C PHAUM BE. 现在 ,我 们 求 出 G 内 关于 
z 的 调和 函数 组 U2), HEAR REG. 6) ,于 是 函数 组 
fra. 一 Uz,t), (Zt) € G U a Gas 
Utz,t) = x (3. 8) 
U1 /z.t) 一 Ul/z,t), (zt) EE G, 


是 以 下 方程 组 的 一 个 解 ， 
> {PD 一 Re[Q,U7... + Ape] 一 D, 


=C,, (z,4) € G U AG, UG, j = 1,000, (3. 9) 
KE GEKE G 关于 IG HMA, FRAG. DH ARR 
件 C 中 相 类 似 的 条 件 . Bk eA MAK. GEOG. OEGU 
IG UG 内 任 一 闭 集 上 的 估计 式 , 而 可 导出 wz%, 四 在 G={(z,t) EE 
GU aG,.dist( (252) ,aG,\aG,) e> Oy ae hits 
Cholu] << Ms, alize S M7 (3. 10} 
此 处 M;=M;(6,q.koa,p»M,.G)(j=657) BEE fh HK. 
最 后 ,我 们 讨论 曲 商 2G, {i,t € 9G, vAy)}. 使 用 与 前 相 
类 做 的 方法 ,边界 菜 件 (1. 8) 可 转化 为 齐 次 边界 条 件 


av _ 0, (zt) € IG,» (3.11) 


ay 
Fl pe Ve OB Pee 
> {PV tes T Re[QuV ic + AuV i] 一 BVa? — V; = Ci. 
j= Lyon. (3. 12》 
不 失 一 般 性 ,可 假设 区 域 G 在 半空 间 Imz<0 内 , 且 (0,1) E989G,, 因 
为 通过 = 的 一 个 共 形 映射 ,可 达到 上 述 要 求 . 设 记 一 cos(y,z)， 思 
一 cos(oy)* 并 作 变 换 


z= FU +b ++ GOH 1+ 6 + jE, b= E+ ig, 


(3. 13) 


显然 (3. 13) $= 0H PRAM ARE 用 ESE RR eA 
ef, OO RRM, CM 2G URE BH aH. FR BRAVE.) = 
Viet) ,tj 满足 以 下 方程 组 与 边界 条 件 . 


5 (PWV wwe 一 Rel OV ie + Aye] 一 BV, 一 Va = Č, 


j= loeryn, (3. 14) 
Zi =0, (t,t) E aH,, j=l, (3.15) 
这 里 & 是 曲面 3 右上 任 一 点 的 外 法 向量 . 这 样 ,类 似 于 前 面 的 证 
明 , 可 得 wu(z,t) 的 如 下 估计 式 
Cpl G] S Mes bully S Ma: (3. 16) 
Heb G= (C2. 2 ECGUAG,, dist((z,2),dG,\aG,) ee} M; =M; (8, 
gekap M O G=8. ORBEA BH. 联合 (3. 3), (3. 10) 与 
(3. 16) , 便 可 导出 佑 计 式 43, 2). 
定理 3.2 设 方程 组 (1.2) 满 足 定理 3.1 中 相同 的 条 件 ,那么 
{1.2) 之 问题 0 的 任 一 解 z(z, 克 满足 估计 式 
Ru 一 Ca & My, Su = ize | w+" cee = M,, (3.17) 


此 处 BC0<6<a) M =M; Engke, pO (j= 10.1) MBE AK 
数 ， 

证 我 们 先 证 明 (1. DKE ale ORE ITS. 1). 假 
如 {3.1) 不 成 立 , 别 存在 满足 定理 3.2 所 述 条 件 的 抛物 型 方程 组 序 
列 


D {Phun 一 Rel Qe: 十 Agun] 一 Buy) — uy = CT, 


i=! 
Í = 1 ns (3.18) 
太初 -边界 条 件 序列 
utz 0)=g7 lz), 2 人 门 ，j 一 1 (3.19) 
ate; . 
Ft, (zt) Ga j=l my mal Ze, 
(3. 20) 
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EP of, of, cf WERE. 9A. 10) ;不 妨 设 {Px)， (Qrt 
{AR}, (Bal. {C7} 在 G 内 分 别 弱 收 全 到 Ph Ok, Ake CPs 而 
{fo (zl) ote (est) SD BIFE DAG, E— BRE g(x)， 
oi (zt) tite t) Gk=l, sn); 又 初 - 边 值 问题 (3. 18) 一 (3. 20) 
FAR ult ECOG Gn = 1,25) EI CL" .G]= Ha 
00, 4 加 一 oo， 不 妨 设 HSL AAS LU" =u"/H a EV F H- 
边 值 向 题 的 解 : 
SUPU — Rela. + AW] — BAU} — Uy = CH/H,, 
i j=l "mn, (3.21) 
Uriz, 0) = gr (z)/H,, 2 E D, j= lyon, 
aus 


ay; 
由 定理 3, 1, 可 得 U" 所 满足 的 估计 式 
Criel U" GCG] S Me» (UO™ ais < Ms, (3. 23) 
这 里 (00 之 Bo) Mi =M; qka, pO J=12, 13) RAE AR 
数 . 于 是 从 {0"} 可 选取 子 序列 {U™), EIU), (Um EG ESD 
ll — Bee MAY U8, MU) Ue} (Ur HE G ASP Bt SS ie Be By 
Uk ULU: 而 是 以 下 初 - 边 值 问题 的 一 个 解 : 


> (PAU 一 Re[Q2D + AUL] 一 BU} — UY = 0, 


+ of UF 一 了 /万 (zt) E Dr 了 一 17 (3.22) 


一] * ty 
U%2,0) =0,7€D, i = Lavan, 
T + oil} = 0, (z, t) € AG, J= lye (3. 24) 


根据 定理 1. 1,5, C= [Ut ee ;0 |=0. 然而 从 CO",G|=1, 
可 推 知 在 已 上 有 一 点 (z" a), 使 得 SOLU] | + Ue, 


27) |] > 0. 此 矛盾 证 明了 (3.1) 成 六 ,再 由 定理 3,1, 便 得 估计 式 
(3.17), 
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其 次 ,我 们 不 使 用 定理 1 1, 而 使 用 第 三 章 定理 3. 2 来 导出 估计 
式 (3.17). 我 们 将 方程 组 (1.2) 改 写成 
Pup — Relu 十 Ajte] 一 Ayu; — un 
= fesist, Hoeven) + Cy» 


f,= SS (= Phu. + Relu + Aen] + Bud. 


i j= 1 (3.25) 
注意 到 本 定理 中 的 条 件 , 则 知 存在 足够 小 的 正 数 ,使 得 


Sf; = Wille S <= (Ru + Su), jules (3.26) 


依照 第 三 章 定理 3.2, 可 推出 方程 组 (3. 25) 之 问题 O H uzt) 
G=ler BE fits 


Ru = $ CySnlu;-G] < Mulk, + eRe + SR], 
j=l 


Su = $, llirio S Moie + (Ru + SR], (3.27) 
i=] 
这 里 M, =M; qka, pG), j= 二 14,15， 只 要 选取 8 足够 小 ,使 
得 
MaM; 


eM), <l, 6M, <1, U- Mpa- A 


于 是 有 
_ M, M., 
Ru < ar [4 +e + eRu) | 
SI eM, [a + ea y 


O M, eM, ]_ 
l> 1—e«M,, Toh, |= Mes 


(3. 28) 


Su sm 


=j 2 eu. A 十 ef = Ma. 
eM, 


下 面 ,我 们 讨论 二 阶 抛物 型 方程 组 
Lu= O, Bll Lu; = upe — ty = f7 let), 
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fg) (rt) E Gas 
f= (3. 29) 


Olz) E G/G", 
X E G = (Ce. DEG. distr.) IG 21/m).m Je — EK K, m 
Tf Ga JSk GS lesn). p4) k ABE he E E. 
推论 3.3 MẸ ulad) = [uat amn l DEARA 
(3. 29) 之 向 题 0 的 任 一 解 , 目 n D E Cha ONW O G= 
Lie ,那么 ule D I ERE 
ulz t) =U) + Viz, = Ucz) + mle) tolz), 
(3. 30} 
EP Viz HCV, Cet eV Cet) Sante) tue EC. 29) 
之 齐 次 Dirichlet 问题 (问题 DEG. =D. X TCD. = 4 fz |< 1} EB 
解 . 此 处 ol ORAM PER 


vet) Jf” = | T Eat. kf Cr dêdydr, 


— aac le flau- r 
E(astsf,0) -1 O e HESE 3n 
0, HLT, Hiz.) Æ (E90), 
X Viz) =0. (2. NEdG,. M UGD SLU Crt Ue E 


方程 组 Lu=0Z [ela O h — PF E So TE-A R Rt 


U G0 = oe), 2 E D. j= lrir (3. 32) 
au. : av, ， 
Ay 十 ot 一 一 Er OV, tH Tre Ct) © AG. j= lore 
(3. 33) 


HHU. Vez D i E it 
Craall G] + I iiras S Miss 
Cr3alV C] + [IV lites SMi. (3. 34) 
这 里 B00 之 Bh 起 a) M =M koa psy) G=16,17) BEAR 
数 . 
证 不 难看 出 ; (3.29) 之 问题 0O 的 解 w (x,t) 可 表示 成 
《3, 30) .根据 定理 3.2 T A U nD E G 34) 中 所 示 的 估计 式 、 
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HET MB] EH V Cz R LA Ait KG. 35). 
2. 初 -正则 斜 微 商 边 值 问题 的 可 解 性 
RA KE — TAR 
tij — Up = SCL de de) 一 一 > {Putas 


一 Re “Nila. 十 ae] 一 Baus} + Cc’, Cz st) E G, 
j= lst ns (3. 35) 
此 多 m EER, G, 如 (3. 29) 式 中 所 设 , 又 (3. 35) 的 系数 


P, 一 ô; 1 a, 9 A; , 
ri = | k 4 a=] 73 a= | jh 
0, 0, 0, 
Bas Ch. (z,t) € Gas 
By = | 了 一 ， 
Ù, 0, 《zt & Gu 


定理 3.4 设 方程 组 (3. 35) 满 是 条 件 C, g GEk, jik=l, 
e :2) 都 适当 小 ,那么 (3. 35) 的 问题 O ALA RR ulzi). 
证 为 了 应 用 Leray-Schauder 定理 ,我 们 引进 如 下 带 参数 
hE[0,1] 的 二 阶 非 线性 抛物 型 方程 组 : 
yee Hy = fee te Us) J = lyn. (3.36) 
类 似 于 (2.62), 方 程 (3.36) 之 问题 O 的 解 w(z,z) 可 表示 成 “一 
Ulz, DVG. HP V2.2) =y (eof tele. D SRR 
(2. 64) ,满足 以 下 估计 式 
LV Go + UV la < Mis + hs (3. 37) 
XE MaMa lM aM Gna), Mj(j 一 10111) 是 (3.17) 中 所 示 的 
非 负 常 数 ,G。 如 (2.23) 中 所 设 , 并 用 By 表示 满足 (3. 37) 的 函数 
组 全 体 ， 事实 上 , 任 取 一 函数 V(tz,t)E€ Bus 记 p= V FE 
EM: 


vest) -一 Jp = f T, Elzt br pot, rdédndr, (3. 38) 


此 处 De=t|E|[<1}, t= i G= D XI, X Elz,tẸ T) 如 
(3. 31) 中 上 所 示 ， 其 次 求 出 初 - 边 值 问题 


- 181 * 


vi, — vi = 0, (2,4) E Gas (3. 39) 

vi(z.t) =— ulz.t), (2,t) € IG, 《3. 40) 

FG ERA Ua). VG N=vlet) toe). HERR 
们 又 求 出 如 下 初 - 边 值 问 题 的 一 个 解 U(z,t); 


Oye — U; = 0, (zt) EG, {3. 41) 
U0) =— Uj(z,0) + g; 2 E D, j= lean, 
(3. 42) 
au, av, 、 
ay, + ot, 一 一 ay, 一 oV, + T, (zt) € AGa j = le~ ofl. 
(3. 43) 


记 u=U CG O4+V (ct) RNS BAEREMD ATE 
Vin — Vy = AST strt Un +020. + VL): 
0O<SAL1,4D EG, (3. 44) 

使 用 $2 中 的 结果 与 压缩 映射 原理 ,可 求 方程 组 (3. 36) 之 问题 DD。 
存在 唯一 解 闻 (x,#)， 而 此 解 满足 初 -边界 条 件 ; 

Fled = 0. (t) E IG. (3.45) 
H =S, AOA DRAM VE Bu Fl VR RTE 
V=S(V ADEE Leray-Schauder 定理 的 三 个 条 件 ; 

1. 对 每 一 个 产 E [0,1], V=SV ,A) 在 Bw 上 是 完全 连续 的 . 事 
LI V C2 2 Bye n= 二 1,2,…， 易 知 从 {VCz,t)} 可 选取 子 
FE AI (V (xz,2)}， 使 得 {V(xzy20}, (VE (x,t)} 及 相对 应 的 
(Uzt) ts (UB (22) EG £4 — RK A Vo (rat), VECE), 
U (zt), (zt 我 们 可 求 出 方程 组 

Fa — F, = AS (zt ow H Fan UD AVA 1 
(3. 46) 
的 问题 DE CEH PE et) = SO P= 
SCVO ADAM. 
(Ve 一 Po — Ws 一 Vo = ALP Ce, tu ut U 
+ Pau + ey 一 fret ata Ue + YU + We.) 
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+ Dv(z,t)], OSA <1, (3.47) 
这 里 
= f" (z,tsu" ut Ua +02 ,Ut Ve.) 
— Pesto UH ULETE) EG. (3.48) 
仿照 第 三 章 引 理 1.7, 可 证 
LLD», Go] 0, 4 k> c, (3. 49) 
类 似 于 (2. 18) 一 (2. 21), 可 导出: 
LLL 一 ¥°),G,] 扫 瑟 LPG/AL —q@). (3.50) 
Hg =20 +e) (1 十 ae)? 之 1, 因而 有 
[p 一 Tela — 0, 4 k — co, 
进而 由 定理 3. 2 的 方法 ,可 证 
Ch — ¥°,G} 一 0， 当 k 一 oo， 
RRAS AD OSA) EB LY BEER. E 
方法 ,还 可 证 他 一 SV ASAI ARAB BLUR V= 
SCV 由) 对 VEBu 关 于 hE[0,1J 一 致 连续 . 
2. 4 h=0, JA 03. 44) 03. 37) ,可 知人 一 SC(7Y OHV DE 
By. 
3. 如 果 V(z,t) 是 方程 组 
Vie —Vy SH ASF (ete Ua 二 Ve U,V), 
j= l,a (3.51) 
之 问题 D OSAKE R, H ES. 2, BV Cz Ai A 
(3.37), ALA HEM VC) E Bu. AE VSSR OSRED EE 
Bu 的 边界 Bw\Bw 上 没有 解 ， 
根据 Lerav-Schauder 72, WA V Cest) € By, HBV = 
S.A), OSA. AY A=1 FRAG. 44) 之 问题 Do 具有 
解 , 因而 便 导 出 (3. 35) A O FE BY EAS. HR ulet) =U t) 
HV Cx SU Cost) +l zt) +ul2,t) E By. 
定理 3.5 在 定理 3.4 相 同 的 条 件 下 ,方程 组 (1.2) 的 问题 O 
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证 根据 定理 3. 4 与 定理 3.2, 方 程 组 (3. 35) 的 问题 0 RAR 
u" (250), HERM EAG- 17), m= 1.2.0. 这 样 ,可 从 
{ulz t) } FEA TEI] feet) Yo fE a Ct) fete Cet} 
EG ESR — BURSA a Crtu tzt), BRoa'(e OI CMO 
的 初 -边界 条 件 . 再 使 用 第 三 章 定 理 1. 8. a (2. OU. DFC 
上 的 解 ， 


§ 4 二 阶 非 线性 抛物 型 方程 组 的 
初 - 非 正则 斜 微 商 边 值 问题 


本 节 讨 论 可 测 系 数 的 二 阶 非 线 性 抛物 型 方程 组 在 多 连通 区 域 
上 的 初 - 非 正则 斜 微调 边 值 问题 我们 先 给 出 一 定 条 件 下 的 上 述 
初 - 边 值 问题 解 的 先 验 估计 ,然后 使 解 的 这 种 估计 与 Schauder 不 
动 点 定理 证 明 此 初 - 边 值 问题 的 可 解 性 ， 


L 初 - 非 正则 斜 微 商 边 值 问题 解 的 先 验 估计 


首先 ,我 们 先 给 出 (1.2) 的 一 种 特殊 方程 组 之 问题 P 解 的 估 
HR. 

定理 4. 1 设 方程 组 (1. 2) 满 足 条 件 C, 又 or 一 0(07 尖 有 ww 一 

Y, OO, jsek=ls sn MC. 2 之 问题 二 的 任 一 解 utz,t) 满 足 估 
itat 

Chile G] = X; Crile] SM., (4.1) 


这 里 B= P(d,q.k,0+p.G) (0< Pa), M =M, Egk a p CBE 
IEAA BK g= qo gq k= oski rk). 
证 ”我们 先 证 (1. 2 之 问题 PE az Om ER 
Ca G] <M, = M,(é.q.k.4,p,G). (4.2) 
假定 估计 式 (4.2) 不 成 立 , 那 么 存在 具有 如 定理 4. 1 所 述 相同 条 件 
的 方程 组 序列 


Poup 一 Re[ Qu ] 一 >) {ReL ASur] + Bia} — up = C, 
kn] 
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(zt) EG, j= l,“sn, m 一 1 2 (4. 3) 
以 及 初 -边界 条 件 序列 
uz10) = gr lz) zr E D, j= lrn, (4.4) 


Ou, 


3 tote, t)i; = Tíz, t), (2,0) € G j= l,e 


(4.5) 
ula) = WD t E DG kS lem, 
Wt) = rg) E IG f= lern, m = 1,2, 

(4. 6) 
此 处 go 区 ,pr 满足 条 件 (1.9)， 10) .1.12) 与 (1, 14)，; 
PEAR TE UP). (Ot) (AS). BA) (CTE G Ayah Fl 55 ie Pl 
Ph; An Ba CGS Levan) s EAN 
RIZE DAG. aG ERRA gr 而 初 - 边 值 问题 
(4.3)-—(4.0 A AR u” let) ECG) Gn=1,2.), 使 得 
C'" Ca” .GJ=H,,+ 00 , 4 moo.  U" =u" /H, POE 五 .之 

L ARB ze ORY F A-H E A 


PRU jz ~~ Re QIU ad ~~ Si {Re LAS Wa] + BR, st 


-U= f, Ges, (4.7) 
“ ae 
U* (2,0) = »z€ D, i= ] T (4. 8) 
auy ，， mw DAE) 
和 = H. $ (gt) E IGu j=l“ 
(4. 9) 
we r” 
Uta’) = H vf € F, k = l,” mU izt) = 五 ， zt) € aG'. 


(4. 10) 

使 用 和 2 中 的 方法 ,可 证 U” Ct ER ATK 
iU" G] M, = MilBrqshas psG). C4- 1) 
HE ShO<Pxca.G.= { (2.2) EG dist((z,t).aG) Se) eC DBE 
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数 . 

余下 要 对 U" DE G. EEH ERA z. ET, 不 
妨 设 z, Er., 否则 ,车 z, EDOSJSN?), 只 要 作 变 换 men 
一 z;), 那么 TET 变换 到 单位 圆周 ， 进 而 可 设 在 = 
[cos(v, p<} ; 因为 若 在 点 =。 VF loos) |> + 岗 可 由 和 3 中 
使 用 的 方法 ， 获得 Uiz DE z. HEERE. 任 选 一 小 正 数 
d SrA {le r. |<d},0G, =P x1, 并 作 一 曲线 广 , 使 得 广 站 
=, 又 UTEGC: 蚌 万 上 的 一 闭 曲 线 , 它 的 内 部 是 一 单 连通 区 
HD RRD EDA 进而 ,我 们 恰当 地 选取 在 3G= 广 X71 上 的 
函数 Alet) ,T(z,2) ,使 得 

a, CJH, — oU", (2.0) € 3G, 
a= | Ty -| 


A, Tis (z, E JG» 
满足 条 件 
Ch AGT] & 2ko Chinle GS] S ka + 2k). 
(4.12) 
这 里 aG? == 9G, u aG, Am 
K = E Arurarga" (z) = 0, rE], 
OR he FBTR LH AP 20-3 (FL — AE V Cer): 
V.—V,=6,. @1)E€G =D xf, (4.13) 
V,(2,0) = gz), z€ Dd, j= laan, t4. 14} 
aa Fatet; = 过 + olathe? 
best) EG je Lam, (4. 15) 


此 处 AT =cos(v*. Xx) 一 icos cos(y*, y), cosy’, pea? 0. (2. He 
aG; 而 Viz eRe ERIK l 
CV GJ <M, = M, fg ka pG). (4. 16? 
ig U=U"—V RA Ut) EL TO-a E A g a AiR 
PHU pa — Re QU a] — Ua = Ci (at) E G, f= 1 
(4,17) 


U,(z,0) =0.2€ D’, j= 1,n, 
W, 


+o (DU, = 0, (2st) € AGE, j= ln (4.18) 
tn ce 二 (YY 一 JP%V a HRe e] HV 现在 ,我 们 求 出 以 下 两 
边 值 问题 分 别 在 DD’ .G EHR Kest) Wiest): 
[gC(z,1)]:=0,2ED’ ,Reg(z,t)=—argA’ (z,t),z€@D’, 


(4.19) 
Ww: = W., (2,6) € G", Re W* (2.0) = (Q, (z,f) € IG", 
Im W* (0,4) = 0. (4. 20) 


并 可 先 设 (4. 17) 的 系数 在 5 上 是 无 穷 次 连续 可 微 的 , 且 满 足 类 似 
的 条 件 C, 最 后 可 消去 前 一 假设 , 记 gee”, G RG KT aG: 
的 对 称 区 域 , 设 


Viet) = | wona + FG, Dd? —Vtz..0, 
[$] 


(zt) EG =G UG 
st)U (250), 
W2.t) = [PDE O 
[一 FI/E DU 1/26), 
W'{z,t), lz) E G', 
W (2,2) = { _ {4. 21) 
— WO (zt) EG. 
而 Vv” (zst)= [Vr ENIPE Vy (zf 满足 形 如 下 的 方程 组 
PIV i a Re(Q;;V 2. ] 一 Vi = H r j = l,e ns (4. 22) 
以 上 方程 组 的 未 知 函 数 Ve DERE RM. 通过 复杂 的 推算 ， 
可 证 其 满足 类 似 的 条 件 C， 并 仿照 前 面 的 方法 ,可 得 VV"(z,z) 的 估 
计 式 
Ch LY Ga] < M; = M,(8,q,k,4,G) ' (4. 23) 
这 里 仿 = {lz 一 z, |<d/2] XING. 这 将 导出 Ue Et 
式 
Ekse LV" G, (|< M, = M,(8,q,k.,a,G). (4. 24) 
REA (4. 11), 04. 16) 54. 24), RU" Ce a PA EE 
Ch fal" iG | El M,= M: (gks, pG). (4. 25) 
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此 外 ,使 用 定理 3. 2 的 证 法 或 下 面 的 定理 4. 2 27” 满足 估 
计 式 
之 {LLU zl + [U| 1G] + L,[U2,G]} <=. M,, (4. 26) 
ix Ms— Mgb a p OR 非 负 常 数 ， 因 此 ,我 们 可 从 {0*} 
选取 一 子 序列 {Um)}) BU) ,17 分别 在 世上 一 致 收 敏 到 
Do Ut, MUG) U2}, (UM) 分别 在 G Ee Bl U URU? 
it U= [U (2.8), Ul) IY FR Te: 


PHT, 一 Re(Q3U%.] — D1 (RelA) + BAUD 
e=1 ; 


= us (z,t) € G, j= 1,°* 7, (4. 27) 
U? (z,0) =0,z2<ED, j= Lott tty | (4. 28) 
au? 

By + Ui = 0, (z,2) E 2G, J = lsn, (4. 29) 


Uld) = 0,1 € P, k= 1s ,ms 
U(z,t) = 0, (zt) € aC’ (4. 30) 
由 定理 1. A U’ Cet) = 0. AMMA CLU".Gl=1, 可 推 知 在 
EA P'S e ot") BEB Quy CUP |+ [UKE (J>0. 
此 了 矛盾 证 明了 估计 式 人 4. 2) 成 立 ， 再 使 用 从 Colo Cl]—1 5 
(4. 25)? 的 方法 , 便 可 得 到 知 计 式 (4. 1). 
定理 4.2 在 定理 4.1 相 同 的 条 件 下 ,方程 组 (1. 2) 之 问题 P 
ADE acl ze TH 
lulio < My = M(8.9,k.0,p,G). (4.31) 
证 如 (4 11), (4 24) 的 证 明 , 我 们 只 要 证 明 tz,#) 满 足 估计 
式 
Teldec, S My = M,,(8,9q,4,4,p5G). (4. 32) 
这 里 G.={|z—z. |e, Oe} NG, WAR z, DALES. 
是 够 小 的 正 数 .我 们 构造 一 个 具有 二 阶 连 续 可 微 的 函数 g(z,#) 如 
下 . 
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1.2,t) € Ga 
’ = MES ( A Sl, E GaGo 
gt) oe E CANG SEY zeo 


(4, 33) 
WU=gl2tuzt) ,容易 看 出 ;Ulz,t) 是 以 下 初 - 边 值 问题 的 一 个 
解 : 

PY sa — Re(Q,U pe] — Ug = Dis Ct) E G, 
J = ln, (4. 34) 
U,(2,0) =0,2€D, j= 1, sn 


a + alz NU, = 0, Cert) © 2G f = lpna 


Uj (at) = 0,0 € Ti, k= leem 
U Ct) = 0, C2,t) € IG; t j = 1， 7 
这 里 


D, = g{PiU ~ RQ ie] — > TReAWU. — BALI + C) 
bea] 


+ ULP;gs 一 Re(Qyg. 一 Dy Ase? 
+ 2Re [Pig Us 一 QU i 
设 A SinfeP ys FA A; BRC. 34)， 可 得 
LU, = P, it Re[O,1 1] 一 AU, = Ď,, j = ln 
(4. 35) 
其 中 
Py = Py/ Aj, Oy = Q,/A B= 1/4,.D,; = D,/d;, 
j = Lyon ats 
RG. 35) 可 改写 成 
SU, = LU, + Py — DU + RLU ae] = Dat), 
了 一 1 (4. 36) 
此 处 LU, =U. AU». 类似 于 定理 2.2, 可 得 


varaya a + dof) D taraya 


18%- 


+20 +80 + epg] |W dzdyds, (4.37) 
这 里 7=supe[ (P,—- 1+ 18,1 te l<z oh ERB 
1 十 1/8 2 
[[ ter taraye ST 30 Fe) be, ARA dzdydi. 
注意 到 在 C. AAU) Sulz), 从 定理 2. 2 及 上 式 , 便 知 有 
Nid + ital 十 [ul lzy S Mu = M,(6.q54,4.€,2,G). 
(4. 38) 
因而 得 到 估计 式 (4. 32). 
定理 4.3 如 果 方 程 组 (1.2) 满 足 条 件 C, 又 其 中 的 qa GEk 
7 一 1,… nb MAC. 2) 之 问题 P 的 解 lz RIT 
Ru = Ch'g Lu »G] <= Mis Su = lalz! u <= Mias (4.39) 
其 中 AOZA Sa) MM =M(B 0k pG) (j=12,13) REFER 
数 . 
证 现在 我 们 不 使 用 定理 1. 1, 而 使 第 三 章 $ 3 中 的 结果 来 证 
明 估 计 式 (4. 39), 先 将 方程 组 (1.2) 改 写成 
Pie 一 Rel Qie + Asta] 一 Bij — up 
一 SF Rub yt tly 5 Uy eller) + Cys 
Í, = > {— Pite 十 Relates + Apta] + Baita 


k=l jAk 


(zst) E G, j = ly" n, (4. 40) 

注意 到 条 件 C 及 g GEk, 7 一 1 四 适当 小 , 故 存在 足够 小 的 
TER es, 使 得 

3 万 一 下 Pre S CRu + Suds j= lon, (4.41) 


仿照 第 三 章 定 理 3.2, 可 证 方程 组 (4, 40) 之 问题 P 的 解 x(x,z) 满 
足 和 估计 式 
Ru; =C} halu G] = MLR, + SF] 
Su; = IEAA <= MLA, + SA] 
这 里 M;=M; qka pG), j= 14.15. 从 上 式 可 得 
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Ru = SY) Ru; < Mulak + (Ru + Su], 


i=] 
Su = X) Su; & Mistnk + elRu + Su)], 
j=1 


只 要 选取 E 足够 .小 ,使 得 EnAfi<< 1 ,EM pui „EM aMis / LC —eM,,) 
(1-€M,,) 1<1-AH 


Mi, 
Ru Spgs + Su], 


Su 


Ms 
1 一 eM bk 十 eRu |， 


因此 


Mais 
nė, 十 eT eM 十 eRu) | 


1 ] Mis Mis 


7 1—e«M, 1 一 aif = Mrs 


M, 
Sus I em, + eM), | = Mis- 


2. P-E AUS eG A DO HE 


我 们 先 考 虑 特殊 的 非 线 性 抛物 型 方程 组 (2. 50) HERA TF 
EM. 

定理 4.4 如果 方 程 组 (2. 50) 满 足 定 理 2. 6 中 相同 的 条 件 , 那 
么 (2.50) 之 和 问题 己 具 有 解 z(zyt. 

证 ”我们 塘 虑 带 有 参数 hEL0,1] 的 初 - 边 值 问题 (问题 Pa): 


> {Pattin — RelQutu.]} — uy — Af zst u) = D(z,t), 
em] 


(4. 42) 
PRETI) = giz), zED,j= Lists, (4. 43) 
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9 f a 
on + (zt us = Tiiz), {zt) € IG. j = j], 


(4. 44) 
ula) =H), cE k= lems 
u(zst) = riz), (zt) € aC’, (4.45) 
此 处 D(z.) G=1. EG EAE OMB, HA DE 
L(G) (p>>4, j=l, yn)， 当 有 = 二 0 时 ,根据 定理 4. 3 与 [139]22) 
中 的 结果 ,可 知 上 述 问 题 P, 具 有 解 ue izt) E B= Chon (OC) 
WEG). BEH A= h OSADE A P 是 可 解 的 ,我 们 将 
证 明 存 在 一 个 不 恢 赖 于 如 的 正 数 e( 过 1) ,使 得 对 任 一 个 hE€E=1| 
h—ho| Se. 0SAS1) ,方程 组 (4. 42) 之 问题 Ps RA ule CB, 
为 此 ,将 (4. 42) 改 写成 


> {P tte —_ Ref Q us.. |} Wi hig f tetsu) 


= (h — h) fletu) + Diet), COEG, j= 1 sn. 
(4. 46) 
fE — BR [at CIE BHRAG. AO Aw u 的 位 置 ， 
BIKR- hol fj (et w4+D,G@ NEL G), p>. 由 加 的 假定 ,可 
知 对 应 于 方程 组 


` {Patin 一 Rel Qatra 1} — uy — hof {rt nu) 


k=) 


= (h — hg) Fj Caste!) + Dilz), (4) E G, j= lnn 
Cd. 47) 
E AZRE., H EAA Pa 的 解 序 列 oe (etm =1,2, 
…) EB, 它们 满足 如 下 的 方程 组 与 初 -边界 条 件 ; 


D (Putt! 一 RelQuutt']} 一 hof (zst u") 
[| 
= (A 一 hy) J j(2.t.u") + D;(z,4), (zt) €E G. 
J= Latte sats (4. 48) 
ay (2,0) = glr), r€ D, j = Lyte, (4. 49) 
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gu” 1 


ay, + gutt! = Tj; (2.0 € 3G; = ];,,n, 
(4. 50) 
u" (at) = Da), i € I, k= Lo’ mm, 
au” Cet) = rlzyt), (zt) E AG", (4.51) 
仿照 定理 4. 3 的 证 明 方法 ,可 得 
CIo[a+l G] = Meret! ,.G] < |h — h |MC™ [un ,G), 
j=l 
(4.52) 
XE M=M(8.q,k,0,2,G)220. W e=1/2(M+1), RITA 


ert = CLG < Elerh, A € E. 


E nem>N+2(>2). ALA 
er — i <2" — ll 
hur = ae) <2 D2 et — eel) = 2 一 


(4.53) 

这 表明 :je 一 六 | +024 nmo. H Banach 空间 的 完备 性 ,可 知 
存在 a' 二 [wr see JE BLE Bla’ — u" | 0,24 no. 因而 站 
是 问题 PAC ET. FRM Po 的 可 解 性 ,依次 可 导出 
问题 Pee (RB Pi,… ,问题 P R Fy RTE, tl Di=0,j=1. an 
的 向 题 P 即 方程 组 (1. 2) 的 问题 P 具有 解 ulz B. 这 完成 了 
证 明 ， 

定理 4.5 在 定理 4. 3 相同 的 条 件 下 ,方程 组 (1.2)? 的 问题 P 
是 可 解 的 . 

证 ”我们 引进 Banach FAC OOP — PAR AB 
Bu HER EMEA FREESE ule OMSK: 


C'Lu,G] = ye" Cu C] S Mu, (4. 54) 


此 处 Mo EU. 39) 中 所 示 的 常数 任 选 一 函数 组 U0=[0,,*…,0,] 
€ Bu, 并 代入 (1.2) 的 系数 中 的 适当 位 置 ,于 是 有 
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>) {P itle 一 Re[Q i242 + A atli | 一 B atta) 一 Hy 
bet 


= C20). (2,1) E G, j= lsn, (4, 55) 
其 中 Pas Pile st UU eater tte) Qa = Qe (eet UU, other ther) Ap 
= Ay lz tU, U, ),Ba= Balat U), jeka oron 容易 看 出 ; 方 
程 组 (4. 55) 满 足 (2. 50) 相 同 的 条 件 . 由 定理 4. 4, 可 知 (4. 55) fa 
BP RAR ulz) ECG). 用 w= 二 SLUj 表 示 从 UE By 到 wuEB 
的 上 映射， 根据 定理 4. 2, 可知 u= SUS By ROE A SH BS. 
iE iit Fe (1 HE R iE FFU" E By Cm = 061.25), 使 得 
Chu —W" ,G]-+0, 4 moo, Hu" =S" ) 5 VY = SEU AR. 
可 得 关于 a =a" — OK TEA 

>) (Pau, — Re[Qnaz. + Ange] 一 Baar) — a = Dr, 


(z.t) E G, J = ln m= 1,250 
此 处 
Pu, = Pz ts Ur" 1 一 (zi UT a8). 
-D7 = SMPs 一 phat. — Rel 一 But. 
+ (CAs 一 Ade] — (Bn 一 Baal), jak = Liem, 
Py = Palzst U", UȚ ut ube 
Br = Balz, U"), m = 041,20". 
使 用 第 三 章 引 理 1. PATTI PEND letos j= ln, m 
+o, FAT AY Ft la ec Oj leven, 当 meoo 再 由 定理 
4. 3 及 定理 1.1, 可 知 w" Cm 二 0,1,2,…) 均 满足 类 似 于 (4. 39) 的 估 
FE ARB 8 =SLU JR HE. 因此 ww* ,wr 在 如 上 分 别 一 致 
收 敏 到 ue? ue, BA CC 一 uw 如] 一 0; 当 mm 一 co， 这 表明 x 二 STLU] 
在 By 上 的 连续 映射 . 根据 Schauder 不 动 点 定理 , 则 知 存在 ulz, 
Q€ By IR u= Slua) AKH xfz, 轧 正 是 方程 组 (1. 2) 之 问 
题 P HR. 
最 后 ,还 要 所 玉 :如 何 进 一 步 减弱 加 于 方程 组 (1. 2) 系 数 的 条 
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件 ,而 仍 有 定理 4. 5 的 结论 ,这 个 问题 值得 进一步 研究 . 
$ 5. 二 阶 非 线 性 抛物 型 方程 组 的 初 -混合 边 值 问题 


这 里 ,我 们 先 叙 述 抛 物 型 方程 (1.2) 的 初 - 混 合 边 值 问题 ,然后 
给 出 在 一 定 条 件 下 这 种 初 - 边 值 问题 狂 的 先 验 估计 式 , 最 后 由 解 的 
先 验 估计 式 与 解 序列 的 列 紧 性 原理 ,证 明 以 上 初 -混合 边 慎 问题 解 
的 存在 性 . 


1. 村 -混合 边 什 问题 的 提出 及 其 解 的 唯一 性 


扬 谓 方程 组 (1.2) 的 初 -混合 边 值 问题 ,寻求 (1,2) 在 如上 的 连 
续 解 u(x 让 二 [Lutz suatzWt)j, 且 适合 初 -边界 条 件 ， 
u(z.0) = giz) = Lg Cz) pore 98.62) oz E Dj = 1,40, 
(5.1) 


au. 
alzi) Sa + alz iu; = dC zt). (zt) € 3 Ga- BẸ 


2Re[a ACzst}uy | + au, = ass (zt) € 3 Gaj = Laon, 
(5.2) 
Ay 2 3G: 上 每 一 点 处 给 定 的 向 量 , 不 妨 设 平行 于 平面 上 一 0， 
ACz.) 二 Cos 一 下 osfy y), X aiðg/Ivt ag Saz (zt) EIX 
{t=O}. 假设 gir Ale) sairt (J= 1.2.3) EE 


Clg D] Skye j= lon, (5. 3) 
costy, p} > 0.428, (z,t} vA) = O,a, (zf) 十 CA ETT] = 1, 
(zt E 3G» (5.4) 


Cihla, 3G] kya = {Asay yaz}s 2 [as 2G] SA, (5.5) 
此 处 pg 是 ?Ca 每 一 点 处 的 外 法 向 量 ,而 a 0<a<l1) she ho BBE 
常数 上述 初 - 边 值 问 题 简称 为 问题 MW ,这 种 初 - 边 值 问题 包含 第 
一 边 值 同 题 ( 问 题 D), 初 -Neumann 按 值 问 题 ( 问 题 入 ) 及 初 -正则 
土 微 商 边 值 问题 (问题 O) 作 为 特殊 情形 ， 

定理 5. 1 设 方程 组 (1. 2) 满 足 条 件 C, (1. 15) 以 及 gj 一 0 
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(jAkojsk=1s-sn) MCL. 2) 之 问题 M 的 解 是 唯一 的 . 

证 BHC A=). DRABA. DLA Mw 
两 个 解 , 易 知 u= [al— wu, 5a — ut ELA FH- 边 值 问题 的 一 个 
解 : 


Pout jan 一 Re[ Qui 十 S Apun + Baun) |— Ua 一 0. 
&=1 


j= ls 322。 (5. 6) 
utz,0) = 0,2 E€ D, j= 1. (5.7) 
a; 一 一 ou 1 + Arii; = 0, (zt) € AG} = lye Ne (5. 8) 


其 中 P-P QQ An Bal kS ,1) 如 (i, 15) 所 示 ， 引进 变 
换 

u 一 ae- 一 Cire e, (5.9) 
这 里 :B 是 一 个 待定 实 常数 ,那么 在 变换 (5. 9) 之 下 ;方程 组 (5. 6) 
转化 为 


Puja 一 Re[ Ov, 十 5 (Aate + Bw |— Bv; 
a=] 
= vys lz) € Gap = late yn, (5.10) 
A u FO A TREF = De) Re 


FAP Oe 一 Re[QQ*)..] — (v3)) = 之 CË jul? 一 ReQ(v,.)7] 


+ È ReAjvvn + D Buv + Bv. 


仿照 定理 1. 1 的 证 明 方法 ， 如 果 在 G 内 万 半 0. 那 么 它 在 G 上 下 的 
最 大 值 不 能 在 GU3G, 上 达到 . 因此 必 在 aC: 上 一 点 Po, 取 到 它 在 
G 上 的 最 大 值 . 注意 到 在 DC 上 ,aicostyy 2) +a, > 0, RTE Po 上 ,有 


a, 22 十 eau" >90. 


这 与 (5. 8) 相 了 矛盾. 因此 u= [u sen] =O, Bll 村 一 她 一 0(0 一 1， 
an) (z) EG. 5. 1 证 毕 . 
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2. 初 -混合 边 值 问题 解 的 先 验 估计 


首先 ,我 们 给 出 问题 M 解 的 有 界 性 估计 . 
定理 5. 2 设 方程 组 (1. 2) 满 足 条 件 C, 又 gx 一 0, jk j k= 
Lenn A Ad. 2) 之 问题 M AR az Dit 


C[a,G] = > Clw G] = M, = M16 ,gok a pG), 


(5.11) 
RM q= qog) k= (hoki ska) MSE AE it tM. 
证 我 们 先 求 出 方程 组 
ta — u, = 0, (rt) EG (5.12) 
的 两 个 解 v(z,) 与 wz 它们 分 别 适 合 初 - 边 界 条 件 (5. 1) 一 
{5,2) 及 (5,1) 与 


dw 4 
EP = fs (z,t} € 3G,» (5. 13) 


此 处 a 是 一 答 当 的 正 数 . 根据 第 三 章 8 4 中 的 结果 ,以 上 两 种 初 - 
边 值 问题 在 G LOS AAR ve DOSER wet) ;它们 满足 如 下 
的 估计 式 
Civ, G] < M,C [wG] < Mwl) > M, > 0, 
(zo EG, (5.14) 
其 中 M =M, gka p O G= 3)? 都 是 非 负 常数 .不 难看 出 ; 
w lz) = Lulz Dv) /wlzst} 是 以 下 初 - 边 值 问题 的 一 个 
H: 
Puja 一 Re[ Qu} + 2 (Ajug + Bhuj) |— ui =C; 
(zs EG, (5.15) 
uj (z,0) = gj (z) = [e)(z) — viz, 0) J/wlz,0) ,2 E€ D, 
j= lern, (5.16) 


du, S 
ay SL 十 alz tju? = akz), Cat) € IG, = lpn, 


(5. 17) 
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此 处 Ap Bp C? {jik=l on) RE Apr BaCl jek =l, sn) 与 
VW 的 已 知 函 数 ,而 


al a 
a, = a, +a, ao» a, = [a — a x — aw |/w. 


现在 ,我 们 求 出 方程 组 (1, 2 适合 齐 次 边界 条 件 


pizt) = 0, (zt) € AG (5.18) 
的 一 个 解 ,根据 定理 3. 2 eR 
Cho2L¢sG ] < M,» hallez an < M,» (5. 19} 


其 中 pope M; =M; Oq ka prG) (j= 45) BE AH 
数 . 可 以 看 出 ;函数 组 

UZ) = uf (at) — fj Gest) = Deere en (5. 20) 
是 以 下 初 - 边 值 问题 的 一 个 解 ， 


PU j 一 Re| Ux 十 Ci 十 B3U,) |— U, 一 0， 
k=1 


(5. 21) 
U (2,0) = gi (2) 一 PAETE z€ D,j = jyt, (5. 22) 
a, ao + aU, = Asja (Zof) € 2G] = Lyte atts (5. 23) 


这 里 ar> 0, as; =a, — 0b; AV api iz) E Gz f= 1 ,+ sf, 类 
似 于 定理 5. 1 的 证 明 ,可 知 函 数 


y? = Sve” 
F 
是 以 下 初 - 边 值 问 题 的 一 个 解 : 
(PW, — REQ] — V9) = DLP al? — RRV, y] 
i=] 


+ >) RecA V Ve + 5) BIVV + BY’, (5. 24) 
j= 1 了 = 
Vi(z,0) = jU%(2,0),z € D, (5. 25) 
i=l 
av? . - a 
4 ET + a,V? = Quasi R (zt) © Gs. (5. 26) 
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根据 抛物 型 方程 (5. AKRE, BY VC 2.2) FE DX (t=0} 
RaG,b—- AP = te a ) 取 到 最 大 值 ,这 可 导出 ;在 点 P" 上 ,有 
maxV? < Sere, = ÈL; (z) — pD F | s 


pmp’ 


ass — Bt 


— aV? + >“ Ve” > 0, Bll max|V| < 5 me + (5,27) 
j=1 


联合 (5. 14)， (5. 19) 与 (5. 27), 便 得 估计 式 (5. 11). 

定理 5. 3 在 定理 5. 2 相同 的 条 件 下 ,方程 组 (1. DAM 
A ale me 

Chelu G] = M, slale S Mus (5, 28) 

ab G =CN Net renz 上 lz 一 2 上 十 上 一 +" |] 20t, 是 一 
个 足够 小 的 正 数 ,G2 = (C210) © AG, a, Cz) =0} g= (gn gi) k= 
(ho rki ski) ,9G2 表示 G2 的 端点 集合 ,P(0<<Bssa) ,Mj 二 Mi(5 ,9 此 ， 
wprGsG" (j= 二 9,10) 都 是 非 负 常数 . 

证 从 3$2 中 的 结果 可 知 : 方 程 组 (1. DSA M 的 解 xtz，,t) 
满足 估计 式 


Chalk Ge] S Mus llu llis, = Mi» (5. 29) 

XH G= 2.1 EG, dist(e, PS1/m) ma B-EBM, AOL 
a),M,=M,(8.9.8.056,Ga) G=11 IDABBIEARRM. 下面, 我 们 
要 给 出 uD EMA 9G; 附 近 的 估计 . 任 选 G; 的 一 内 点 已 一 
{gt i G2 = (eet) EG |z—2" |? + 44-2" |<e } eH e* 
Ceo 38 2 DW EW. ee OIG, CG \aG;. RE 
jet |==1, 因 为 否则 通过 一 个 分 式 线性 变换 , 便 可 达到 要 求 ， 现 在 
我 们 考虑 将 问题 M 的 解 代入 系数 后 的 (1. 2) ,并 求 其 适合 边界 条 
件 

WH Rr) = rt art), (st) EE Gj = lyn (5. 30) 
fo — ha. TD pa BR Ue Delete’ {x,t) 满 足以 下 方程 组 与 
边界 条 件 
LU, = PU — Re[ QU + 5 (Aa + Bus) 1— U= C}, 
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zt) EG, (5.31) 
Uzt) = 0, t) E Gf = leron, (5. 32) 
BEC =C Su? G=l een). FEE TF TA U GG 
GAG EZRM G 的 对 称 区 域 台 ,事实 上 .只 要 构造 函数 组 
Uz (zd EGU G,, 
Tit) = i UE (a) e gI T UTT 
(5. 33) 
正如 (2. 3DEME, Ue Oe OBU HBAS CUG UG 


PU a = Re[Q (2p + SA, On + By 0.) |— C,= C,. 


j= len. (5. 34) 
ADE ae EU REC HEAR A A fp HA GS. 29), BT 
AA OOH GUGLUG 内 任 一 闭 集 上 的 估计 式 ,这 样 也 就 得 到 
u (zt) TE G= (C250) CCUG, dist ((2,2).dG,\G,) Be’ > 0} Mf 
HABI 
Chhala, G] < Mis. lze llie <= Mas (5. 35) 
此 处 M;=M;(d.qskvasp.Gre" ) j=13,14. 
最 后 ,考虑 曲面 G= (Cz) € AG, a, (est) > 0.cos(v, py) 0}. 
使 用 $3 中 类 似 的 方法 ,我 们 可 将 边界 条 件 (5. 2D OV (zt) 
0 二 1,"… .nn) 所 满足 的 齐 次 边界 条 件 
av, 
av 


MVez=(V Cet). Ve) JEW FA 


= 0, (zt) € G3, j = 1] 729 (5. 36) 


PV — Re[ QV. + DNASVE + BVD- V= cr， 
rær 


tzt) € G, J = ls 5. 37) 
不 失 一 般 性 .可 设 G 在 半空 间 Ime <0, 00.0 EG,, 因 为 通过 
一 个 共 形 映射 , 便 可 达到 要 求 ， iR bi =cos(v.x7) sb = costy, y), fF 
变换 
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1 
2 


z = 


AtA, +ib t Ei +b + ibd Es g = b+ ay 


(5. 38) 
很 明显 ,上 式 中 表示 的 = 一 z(: 纹 是 上 一 0 邻 域 内 的 一 个 同 有 是 . 用 
ESED RIR c= OW RRM. CRE C: 变 到 Hy. 而 函数 
A PED =V ec) ,满足 以 下 方程 组 与 边界 条 件 

Pig — Ref Oat DY AD t Ba l- P= C, 
j= 1 (5. 39) 
av, 
ap 
进而 ,使 用 导出 估计 式 (5. IAA, RTA TE) Vg) 
Rule OSL AK BA 
Cigale G3] <= Ms， fulas <= Mi. (5. 413 
EB G= (Crt) €C GUG dist ((z,t), dG,\G,) Se’ >0},My= 
Mi ka p GE") j=15,16 ,联合 (5. 29),05. 35) 35. 41), 
便 得 估计 式 (5. 28). 


3. 初 -混合 边 值 问题 的 可 解 性 


定理 5.4 MRA RA. DRC N qu=0,jAk, j k= 
loen AMAU. 2) 之 问题 M BATES ulz = [ee (rat) oe ,a 
(2st) ]. 

证 ER- EEK ,并 考虑 方程 组 (1.2)? 适 合 初 -边界 条 件 
(5. DS 


= 0, (0,0) © Hy, f= lerm (5, 40) 


a ` 
Ç DHE F+ aeua) (grt) EIG f= Lee gn 


(5. 42) 
的 初 - 边 值 问题 简称 问题 M。 根据 定理 $.4, 可 知 此 问题 MAA 
fu" Cest) On= 1.2.07), E AIE N APACS. 28)， 因 此 从 
fu"tz,2)} 可 选取 子 序列 {uw(z,2)), 它 在 GM\9G2 AWE AIFS 
G. 上 一 致 收 全 到 方程 组 (1,2) 的 一 个 解 w*(z,2), 且 w*(z,t) 适 合 初 
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-边界 条 件 
(zt) =0,2E D, (5. 43) 


a, >=. sa Dy a,(z.t)u} = = alzi), (z,t) € IG\IG Jj = le 


(5. 44) 
mF BIE wz. GC EER, AAAI. 2). 

任 选 aGs 上 一 点 P' =(z wt’) ,这 也 可 由 上 :上任 一 曲面 $ 来 
AFI Gs 二 {1z 一 z” [十 | 一 1" | 之 2] 门 3G4} ,这 里 是 一 个 足 
够 小 的 正 数 . 现在 构造 一 个 实 值 函 数 f(z,t) 如 下 : 

{me + 1,2.) € AG AG 
S(t) = 
7 > 0, (zt) © Gas (5. 45) 
ISS EE Miz + leirt) E GaGa 
此 处 DEER, Mde A EE A B fF fh 
计 式 
ae > <p—e<ctl, 《5, 46) 


Be AP eae ERM =Ma Mo. IG). Ee Ce EI 
次 方程 组 (5. 6). Bl 
BiG =O, (zt) EG f= leon (5. 47) 


CHUL FIG] < 


适合 边界 条 件 
Wi (zt) = Hr) (eat) E AG, j= lman (5.48) 
的 一 个 解 , 不 难看 出 ;如 (zy 满足 估计 式 
Cla" (zt) G] S M/E (5.49) 
EP My = 二 Mot6,9g, 有 有 G)， 现 在 我 们 将 azid Ah Ga 上 开拓 到 
AG,» 使 所 得 的 函数 a2 (zt) > 0, A ar € Cra (AG) FERC. 2938 
合 边 界 条 件 
Wat) = a lz,t) fas (2st) Cast) E AG, = lsn (5.50) 
PHPBB Cot S letit) oTa]. i 
U = U (zt) = V? — Ww, 
i, = [frcr 200 WE = [ur lst) — VG) Pe, 
(5.51) 
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FREE Ue.) EU FR 
{PU 一 Re[QU.)] — Us} = DPV? = Wal?) 


— ReQL(V,,)* — WY + Ref STA, x WV, — WW.) 


itn] 


+ SIBON, —WW)}+ BU. (5. 52) 


下 面 我 们 来 验证 之 0, DEG. 我们 先 证 明 上 U 不 能 在 的 一 
内 点 P, 达 到 其 负 的 最 小 值 . 因为 否则 ,假如 z7 在 G 的 内 点 P, 达 到 
负 的 最 小 值 ,类 似 于 定理 5. 1 的 证 明 ,可 导出 在 P, 的 一 分 域内 ,有 


1 _ [psp —— o U 
SPUs—Re[QU -US [B EETA) 2k, |U <0, 


(5. 53) 
只 要 常数 BB 足 够 大 ,这 里 名 是 依赖 于 kos Mispe MER. AE U 
不 能 在 G 的 内 点 Psp 上 取 到 负 的 最 小 值 ， 其 次 ,由 于 U 之 M1: 十 1 一 
Myr 0, (2st) CAG NGa HEME 


Mi = [M, + M,F > 0,M, = max >) lu" Czst) |, 
> 


a,(z,t) 
M, = n max | =- 
aG, 


, (ag kzat)" 
因此 ,如 时 UU 在 上 达到 负 的 最 小 值 ,那么 其 最 小 点 P=) 
E Gan. 然而 在 Smb, RIA 


m 


ave 
dv 


2 
+ ale OV — Wy — fa, + pi du > Mind 


av? 
av 


一 ja + 7 


一 al a 十 二 | ad 


此 处 


24 Sz | Ma = min2a,(z42). 


我 们 先 选取 8 RB, ,再 选取 m EEK, 使 得 在 Gaz 上 ,有 
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ay" ax| 1iav? 
w] „2a (Ma + M,) EM "m| av 
2(M@,+M,)|a on Man 
P 4’ 


这 里 我 们 需要 设 系数 PQ, Aps BaxvCi0jE 一 1 在 36G; 属于 
G 的 分 域内 Holder 连续 ,于 是 有 
(a, + + 2 | + aU > 0, (2st) € Ga, 
这 表明 U 不 能 在 Gas 上 达到 负 的 最 小 值 . 根据 方程 (5. 52) 解 的 最 
小 值 原理 ,可 知 
Uz SPoMwav’..<0O EG. 
由 |V? | <q. (zt) € Gin» 可 得 


W? = > [ur zt) — vt let) |E < nh, 2) E Gas. 
由 于 巡 (< 在 如 上 的 同等 连续 性 ,可 知 在 己 ， 的 一 邻 域内 ,有 
Ses (zt) 一 vio)? <S > Jár (C23t) |? << 2a 


Aw. DER (zt) — o" (2. OJEG 上 的 极限 函数 ， 易 知 
DS. 注意 到 7 是 任意 的 正 数 , 便 可 推 知 站 (z,?) 在 点 
Pe = lr t ) 是 连续 的 , 且 Rl pt =0. AE et =a (2.2) 
+ (ee CER P' 也 是 连续 的 ,这 里 w(xz,) 是 {vw"(z,)} 的 一 子 序 
的 极限 函数 . 定理 5. 4 证 毕 ， 

至 于 在 一 定 条 件 下 的 二 阶 非 线 性 抛物 型 方程 组 (1. 2) 的 
Cauchy 问题 ,也 可 对 其 可 解 性 进行 讨论 ,限于 篇 幅 , 这 里 不 作 介 


yn 
Z. 
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Bie ”一 阶 与 二 阶 双 曲 型 复方 程 


本 章 中 ,我 们 先 介绍 双 曲 数 , 双 曲 正则 函数 与 双 曲 准 正 则 画 
数 , 其 次 把 一 阶 线性 与 非 线 性 双 晶 型 方程 组 化 为 复 形式 ,证 明 一 类 
一 阶 拟 线性 双 曲 型 复方 程 解 的 存在 定理 ,然后 把 二 阶 线性 与 非 线 
性 双 曲 型 方程 化 为 复 形式 ,并 讨论 二 阶 双 曲 型 复方 程 解 的 一 些 性 
质 . 最 后 我 们 还 介绍 双 曲 映射 与 拟 双 曲 映 射 . 


$ 1. 双 曲 复 变 函数 与 双 曲 准 正则 函数 


1. Rh5 HN Enk 


首先 ,我 们 引进 双 曲 数 与 双 曲 复 变 函数 . 所 谓 双 曲 数 是 指 <= 
7 了 十 jy, 这 里 *.y 是 两 个 实数 ,而 j 是 双 曲 单元 ,使 得 产 =1 . 记 


= (1 + 7)/2,e = (1 — j)/2, (1.1) 
容易 看 出 : 
e4 =k, 
r = 里 一 f, k= 1,2, 1.2) 
el 十 ea = 1. ee 0.24 Lo ke í 


T Ce .e PARAE. w= Surs wWtpls RRA 
双 曲 复 变 函数 ,其 中 Cr.y) ,w(x,y) 都 是 实 变 量 xz,y 的 函数 , 叫 作 
ww 二 f(z}) 的 实 部 与 虚 部 , 记 作 Rew 二 n(x) =u y), Imw=v(2) = 
vir.y). 显然 

z= 了 jy= he + pe w= f(z) = at jo = te + Ie, 

(1. 3) 

此 处 
À A— 

yo z 
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li 


外 一 过 十 yp 一 工 一 yd 一 


6 十 有一 了 

2 ” 2 * 
a= a jy PRE z HEIM z 的 绝对 值 定义 为 |z|= VFI, 
而 z 的 双 曲 模 定义 为 zl = v 丈 干 允 ,两 个 双 曲 数 的 加 、 减 , 乘 运算 
与 实数 的 加 、 减 , 乘 相 同 ,只 是 =L RAN e 存在 零 因子 , 设 它 
的 所 有 零 因子 包括 零 为 O=- z=}. 易 知 双 曲 数 zEO 必须 且 

只 须 |z| 一 0 . 当 且 仅 当 z=x+jyEO 时 ,= 具有 逆 士 一 地 二 
ptt peje 关于 e MARA eee = lal el BZAR 
等 式 不 一 定 成 立 , 而 = 的 双 曲 模 , 有 三 角 不 等 式 ,za 十 zl<lz, + 


Heel» Eleze 2 We; Niel- DE AO ey g 6 Be PE ee BL 
定义 . w= 了 f(z) 美 于 za 的 偏 微 商 定义 为 


w, = L (w, + jw), w, = Ew, — jw,), (1.4) 


不 难 推 知 

w, = we, + we, = (tet Yes he, + (Fe, Yer) es = Fie, +7605 
lene une, = (Se, + fer ) i + (be, + end e =F 01 + her. 
设 吕 是 (Cx,y) 平 面 的 一 个 区 域 ,如 果 wtz,y) ,v(x,y) 在 也 内 是 连 
续 可 微 的 ,那么 我 们 可 以 推 知 函 数 w= f(z) 在 DD 内 是 连续 可 微 
的 ,而 且 可 证 明 雇 下 结果 . 

定理 1.1 设 双 曲 复 变 函数 ww 一 A(z) 在 区 域 D 内 是 连续 可 微 

的 ,那么 在 DD 内 ,以 下 三 个 条 件 是 等 价 的 : 


ES utu, =—4-—v.ue = 


(1,5) 


(1) w=0; (1. 6) 
(2) €,=0, m=O; (1.7) 
(3) U, =V,» v= Hy. (1.8) 


证 FRR: EDA 
w, = Cw, 一 pw, /2 = Lu — vy) + uw, — wy) 4/2 
= (tw, 一 we, + Cw, + wy de, 1/2 = we + wr 
= [fe + Bez le + [Ser + herle, = Fer + thers 
因此 定理 中 所 述 的 三 个 条 件 是 等 价 的 ( 见 L[115]). 
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方程 组 (1. 8) 是 最 简单 的 一 阶 双 曲 型 方程 组 , 它 与 精 贺 型 方程 
理论 中 的 Cauchy-Riemann 方程 组 相对 应 ,我 们 把 复方 程 (1.6) 在 
区 域 D 内 的 连续 可 微 解 w= D 内 的 双 曲 正则 孙 数 . 


2. 双 曲 连续 函数 及 其 积分 


I w= f(z) 一 u(xz,y) 十 Jotrsy) 是 区 域内 的 任 一 双 曲 隧 
数 , 叉 uw 在 品 内 具有 一 阶 连续 偏 微 商 ,那么 对 DD 内 任 一 点 zo, 有 
Aw = f, Ar + f(z0) Ay + €(Az), 

其 中 
Am = F(z) 一 fle). F, (to) = Hr (tp) 十 jose) s 
Fi (ao) = uy Cag) + juslo), 
而 2=2,+Ae, L e E Az 的 一 个 函数 ,使 得 
lime(Az) =0, 
ITER D 内 一 连续 函数 w= f)=a+ jv X C EDA 
条 分 段 光 请 的 曲线 ,那么 f(z) 沿 C 与 局 的 积分 定义 为 


| /a = [ude + vudy + j| | vax + udy | , 


ll fz)drdy = i udxdy + nll vdady ， 
ob D D 


BRASH KFRAESARH FE: 
定理 1.2 (1) 设 fe) ed ERR D 内 的 连续 函数 ,又 CC 是 
D ARS Bet ee. BRA 


| Lie) + gia) dz = | f@idz+ | a (zdz, 
r C 位 


LY (2) + glz)Jdrdy = q S@dady + IOL , 

(DÈ JOE DARE BM.C ED AMAR, 
记 Mi= maxi f O M= maS GH Rf HAR C 的 长 度 .8 为 
区 域 九 的 面积 , 则 


| |, fedex <V2Mi 
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| | 
| q f(2dady | < 2M5. 
n 


(3) 设 CC 是 一 条 分 段 光滑 的 简单 闭 曲线 ,G 是 由 C 所 围 的 有 
界 区 域 ,f(z) 在 GG 上 是 连续 可 微 的 ,那么 有 Green 公式 ， 


一 于 
| waray =% | wae. 
foara y 一 一 L| was . 


4) 在 (3) 中 所 述 的 条 件 于 ,又 z 一 zz) 是 已 上 的 双 曲 正则 函 
数 ,那么 
| feds =O, 


3. 双 曲 准 正 贴 函 数 及 其 性 质 


设 w(z) .F(z),G(z) 都 是 区 域 D 内 的 连续 函数 ,又 F(x), 
CoM E RAF 


ImF(z) CG #0. z ED, (1.9) 
那么 对 D 内 每 一 点 x RRA SEM OF YEG 
wz.) = AFi) + YG i). cl. 10) 
设 
Wz) = wle) — Fz) — YG), {1. 11) 
易 知 
We) =0. (1.12) 
如 果 以 下 极限 存在 5( 且 有 限 ): 
m wiz) — BF (2) 一 Glz) ， 


Wz) — W (ze,) = li 


wiz) = lim 
cos z — Za ewe, = 一 24 


(1.13) 
则 称 tie (25) Jae wtz) 在 点 zw 的 (FF,G)- 微 商 ， 为 了 用 偏 微分 方程 表 
示 极 限 (1. 13) 的 存在 性 ,我们 再 设 在 点 zo RA. 
F(z) Fe) G2) 5 G2) FE RIES, (1.14) 
依照 W(x) 的 定义 ,可 以 看 出 : 苦 ww.《z) we. (FEM 


eR 


Wiz) = w.ir) — OF (2) — YG, l), 
Wl) = wl) — &F 2) — nG, (2) , (1.15) 
从 (1.13) 与 (1.15), 可 知 : 记 (zo) 存 在 ( 且 有 限 ), 则 玉 ,(z,}) 存 在 ,而 
且 
W.(z0) = wiz), (1. 16) 
We = 0. (1.17) 
M 44 wiz) sw. (2) 26 zo 的 邻 域 内 连续 ,而 且 (1. 17) 式 成 立 , 那 么 
有 (1,13) 式 . 由 于 
wel wey) we) 
Wz) = | F(z) Fla.) Fla) 
Giz) Goad GOs) 
则 {1. 17) 式 可 写成 
we) we) we) 
Fiz) Fla) Flzo)|=0. (1.19) 
Glee) Glen Gim) 
如 果 (1.13) 成 立 , 那 么 (1. 16) 可 改写 成 


lee.) we) wz) 


Fie) Fe) 
| =o =o (1.18) 


G Gizo) ' 


__ Flzo) Fle) 
wle)= F(z) Fiz) F(z) ` ` {1. 20) 
Galt) Giz) Gilza) 
分 别 展 开 (1.19) 与 人 1. 20) ,并 如 以 整理 ,可 得 
tw: = aw + bie, (1.21) 
w = w, — Aw — Ba, {1. 22) 
其 中 
GE ” Fo. FG 
a=- PFG tS Ere" 
FG, — FG FG, — 


— FOS’ B= ES (1, 23) 
BH alz) blz) ALAS BOE RM OF GORE RR. E 


= 209 + 


F,=aF +6F, G.=aGte, 
F. = AF + BF, G,=AG+ BG . 
唯一 地 决定 a,b, A 5 二 ,并 分 别 记 作 lF rban Aww Bora. 
由 上 面 的 讨论 ,可 以 看 出 ; 若 亏 (zo) 存在 , 则 在 zow DOE, 
TEA. 21) (41.22) 成 立 ， Aww. 在 点 和 % 的 一 邻 域内 存在 且 连 
S.A. IDRE ow W we FFE BAC. 22) 式 . 
对 于 区 域 D ARE A WE we) FE D A ob he AE 
续 , 那 么 把 mk 所 叫 作 第 一 类 ( 严 ,G) 双 有 曲 准 正则 范 数 ,或 简称 双 曲 
准 正 则 范 数 . 并 且 有 
定理 1. 3 wide RR DAR EE ee. 4 AY 
ww: 在 及 内 存在 与 连续 ,而 且 (1. 2DRE DD 内 成 立 . 
由 (1. 引 ;可 以 看 出 :对 任 一 个 在 区 域 D ARR wl) RA 
有 唯一 的 表示 式 . 
wz) = Az) F(z) + pG), (1. 24) 
其 中 Az) oD) ERP RAR. 设 
K(z) = Ke) + jo), (1.25) 
如 果 wld D 内 的 第 一 类 (FR,G) 双 曲 准 正则 函数 ,那么 把 KK(z) 
二 Jz) 十 jy(z) 称 为 第 二 类 (F,G) 双 有 曲 准 正则 计数 . 
定理 1.4 尺 (z) 二 gl(z) 十 jV(z) 是 区 域 呈 内 的 第 二 类 (CF,G) 
I H ME TE ea 4 AS gy 在 DD 内 具有 连续 偏 微 商 , 且 


Fg. + Ge, = 0. CL. 26) 
在 上 上 述 条 件 下 ,在 品 内 有 
wile) = Fe + G¢,, (1, 27) 


此 处 
p= 6% + eo = LCE + WE 十 (更 一 多 )ez]/2， 
Pe = A% + eof = LCG. — Be + + pde], 
pe = ed, ep = (Cb, + be +, — $e, /2, 
Pe = efa + epa = LO, — dye + + be 4/2. 
证 从 


(i, 28) 


Wz) = [Plz 一 Xx) F(z) + [gia 一 $2) IG), 
可 得 
W,(z0) = Faal) + Gled pz0), 
W (20) = Fle) Gio) + Glad l). 
这 样 一 来 , 便 可 完成 本 定理 的 证 阴 . 
设 
— GIF = o + jr = la + Tje, + ia — T), 
— F/G = 3 + jū = (8 + Pje, + (à — Pez, 
此 处 osr. 5 TEKER, i A00. AE. 26) 等 价 于 
方程 组 


(1.29) 


P = of, — Hy, B= TH, + Of, (1. 30) 
如 果 oy M r,y 具有 二 阶 连 续 偏 微 商 ,我 们 在 Q1. 30) 中 对 ry RK 
偏 微 商 ,可 得 
Per — Py + OG, + ¥Q, = 0, 


Pe. ~~ fy, + oy. + Vib, = Q, (1. 31) 
这 里 
下 一 于 十 二 7 -_ att, 
t ? z ` 
g +r g +r (1. 32) 
= z e > ¥ 


根据 以 下 定理 .在 上 述 推导 中 的 消去 法 是 合理 的 . 

定理 1.$5 对 于 如 (1. 32? 式 中 所 示 的 函数 季 与 ?763 与 7), 则 
KK) 是 第 二 类 双 曲 准 正 则 函数 的 实 部 ( 虚 部 ), 当 和 且 仪 当 它 具 有 二 
阶 连续 偏 微 商 , 且 满足 (1. 31) 的 第 一 (第 二 ) 个 方程 ， 

证 HERE. 如 由 (1. 31) 的 第 二 式 ,使 知 由 积分 


a2) = | (od, — pdr + (— tH, + addy, 212 € D 


MER eK 9 与 区 满足 方程 组 (1. 30)、 至 于 必要 性 可 由 后 面 $ 4 
中 的 定理 4. 3 导出 . 
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4. 生成 对 (F ,6G}) 的 存在 性 


定理 1.6 12 D={AySASA +R oS eS po + Ro} ,这 里 dos 
po FP ER, RAPA IE RL ozo = Aver + pores X alz), pz) 是 
也 内 的 两 个 连续 函数 ,那么 在 D OA EE BY A h E TE A BK 
wl). 满足 一 阶 双 曲 型 复方 程 与 边界 条 件 
w, = alz)wl2z) + blz) wiz). (1. 33) 
ws) = c Cade, 十 ce H4 z — z = CA Aes 
fo = e (Ae, + coder 2 — zo = (H — poders 
此 处 e ADO FE SP Bl PEG HR L= AKALA tR pI pw} 与 
Le {A= Ay, p SeS t R) EAE TERR. 
本 定理 是 3 定理 3. 2 与 定理 3. 3 的 特殊 情形 . 
定理 1.7 Ki D 如 定理 1. 6 中 所 述 , 义 a(z),b(z) 是 D 上 的 
两 个 连续 函数 ,那么 在 D 上 存在 生成 对 (FF,G), 使 得 
d= deans Ó = br (1.35) 
证 AFG) GRRE BC. 33) 分 别 适合 边界 条 件 
wilg) =e, He, = 1, 472E bh, Ul, 


(1. 34) 


与 
wi) = e ep = j Ac EL, UL, 

的 两 个 解 . 根据 定理 1.6.8(z), G(z) 在 D 上 具有 连续 偏 微 商 , 且 
F, = aF + bF. G, = aG +b. z< € D, 
F=1.G=j,2c€LUL . 

因此 a= aea bbe 

定理 1.8 在 定理 1, 7 相同 的 条 件 下 , 设 


b=— a bsa zrED, (1. 36) 
那么 在 DD 上 存在 一 生成 对 (FF.G) ,满足 复方 程 (1. 3. H. 
Fz) 二 1 或 Gl(z) =j.2ED. CE, 37) 
证 根据 定理 1. 7 的 假设 及 (1. 36) ,可 知 存在 唯一 的 生成 对 
(EO 满足 复方 程 与 边界 条 件 ， 


F, 一 alk — F). G, = atG +G) z €E D, 
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F(z) =1, RG) =j,zE LUL, 
因此 有 (1. 37) xk. i 
A RY BB oP RE p EE HY E E E T — E. 
关于 双 曲 准 正则 函数 是 和 否 具有 L. Bers 的 书 {19]i) 中 关于 准 
解析 函数 其 它 一 些 相 类 似 的 性 质 ,值得 进一步 研究 . 


$2. 一 阶 双 曲 型 方程 组 的 复 形式 


在 本 节 中 ,我 们 先 把 某 些 一 阶 线性 双 曲 型 方程 组 转化 为 复 形 
式 , 然 后 把 某 些 一 阶 非 线 性 双 曲 型 方程 组 化 为 复 形式 ， 


1. 一 阶 线性 双 曲 型 方程 组 的 复 形式 


对 于 一 阶 线性 双 曲 型 偏 微分 方程 组 
Gt, 十 ayn, + bv, + bav, = au tbv tcs, 
oe 十 ant, + bav, + buv, = dou + bv + cz» 
其 中 系数 asstusmsbeoc (21-1, DER RRR DANE AR 
数 。 如果 在 局 内 一 点 tr,y), 有 不 等 式 


(2.1) 


I= (K, + K,)? —4K,K,>0, (2.2) 
其 中 

a, 6 é 

K, = 11 11 ， R= ay) 12 ， 
än Bo an Èz 
ay $ a. È 

K, = 12 "|, K, = 12 | , 
Bn Bay an be 


那么 称 (2.1) 在 点 (zy 是 双 曲 型 的 ,如果 在 也 内 每 点 ,{2. 2) 都 
成 立 , 那 么 把 (2.1) 岂 做 D 内 的 双 曲 型 方程 组 . 不 等 式 (2. 2) 也 可 
写成 


f= (K: 一 K,¥ -= 4K ,K, > 0 4 (2. 3) 
ix 
K,= ai 12 ， ,一 bn by 
n dz bn bx 
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如 果 方 程 组 (2.1) 的 系数 ay bulk i= DE DAHAR, H 
I= (K; + K;)* — 4K\K, = (K, — Ki): 一 4K;K, 21> 0, 
(2.4) 
这 里 五 是 一 正常 数 , 那 么 称 (2. DED ARBRE. F 
H ,我 们 分 斤 种 情形 把 双 曲 型 方程 组 (2. 1) 化 为 复 形 式 ， 
了 如 果 在 区 域内 一 点 (zx,y) ,KK:, 民 : 间 号 , 且 K0 RAMA 
(2, 1) ,可 解 出 v,, 一 v.; 而 得 一 阶 方程 组 
fos = au, + bu, + agu + bov + fos 
|- UV, = du, + cu, + Cott + dev + Bo» 
EH a,b,c.4 RE ayeby (2.1=1, 2B DR. aorborcosdo, 
for GABE bu ras sheer (hel= 1,2) 2 SBR, E 
a = K,/Ky, b = Ki/Kgs c = K,/Kas d = Ks/K, . 
双 曲 型 条 件 (2. 2) 转 化 为 
A = I/4K} = (b+ d)’/4—ac>0. (2. 6》 
不 妨 设 e— SO, AAG. Ay 代替 ”出 此 要 求 能 实现 ,如果 
asc 不 同 呈 或 它们 中 之 一 等 于 0, 那 么 有 一 ac 之 0 bd, A aE 
a0, —c 2O RF arc 同 号 ,我 们 可 假设 a>>0,c>>0, 因 为 否则 用 
一 "代替 o, 便 可 达到 这 个 要 求 , 进而 可 假设 0<c<<i ,否则 设 v= 
hv; 这 里 衣 是 一 个 正常 数 , 使 得 hh 尘 c 十 1, 于 是 有 
RK, = hK, RB, = RK, t= RRc c/h <1, ba BO. 
EIRO. 5) 的 第 一 式 , 再 减 去 (2. 5) 的 第 二 式 , 可 得 


v, 一 ju, = j(— au, — bu, — age — bw — fo) 


(2,5) 


— du, — cu, — Cyt — dyv — gos 
记 zx 一 z 十 入， 也 一 # 十 多 ,并 使 用 甘 系 式 
u= (w+, +w,+6,)/2.u,= jl ~w.4+6, ww) / 2s 
en su = (—w, W tH w+) /2, 
我 们 有 
jew., — ©.) =— laj + 四 (rs +B, + w, + &,)/2 
— (e+ bj w, + ©, + w 一 w) + 低 阶 项 ， 
Bp 
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《1 + qiw: + ni, 一 一 mw, 十 (1 一 各) 三 ;十 低 阶 项 ， 
(2. 7) 
其 中 
qı =la—¢c+ {d — b)j]/2, q =la +e + (a+5)j)/2. 
注意 到 
qo= (1 +990 + Gd — gg 
= ((2+a—cy — id — by — la +e + id +4) V4 
= 1] +a — ce — (d— bY 4 + (dt 7/4 — ac 
1 +a- en ibd Asiae 
=] +a ct bd — ac [= (1+ a] — c) +bd >o, 
这 里 


g = å — (b — d) f4 = bd — ac Do, 
于 是 我 们 可 从 (2.7) 解 出 w me 
w, — Q,(2)w, — O,(2), = A zw Alto + Aste), 
(2. 8) 
此 处 
Q) (2) = — 2g9 (2) glz), Qal) = Lene — (gi — 1) (4, +1) go - 
对 于 复方 程 (2. 8) ,如 果 
(a — o —4420, 1+ eP o 4420.8 
(K. — KY — (K: — K,)? + 4K,K, 20, 
(Ki + KK 一 KK? — (K: 一 K,Y 十 4K,K, 20, 
(2.9) 


那么 我 们 可 证 

lat + |Q.| = 12,0, [17 + [Q.0), |? <c 1 4 (2. 10) 
其 中 IQ, | 一 IQ, [1/7 Qi! 的 绝对 值 , 事实 上 
2g = | tate) — Cd +6)? |? = | Ca—e)?—4A|'", 
lage — Ca 1G, +1) | = | Cae)? /4-A— [ae + idj] 
K fae (d—-6)j+-2]/4| = |C1+0)’—4A|™, 
(+a lasc) + (4A) —4AC1 +0)? —4A(a—c)* 
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<(4A}?+(1+0)*(a—cY +84(1+6)(a—c}, 
(ta—c)?—4A [C1 +0)?—4A] 
<(4A¥? + C1 +0) (a—c HAL +e) (ae), 
2{((a—c)*— 48 ][(1 +0)? —4A]}'?7<8A4+2(146) (uo), 
(a—c¥—4A+ +0)! —44+2([(a—c)' 4A] 
xE AA] (1 +e+a—e)’, 
因而 有 
[la 一 ce 一 向 | 和 十 1 十 gj 一 4<1 十 5 十 & 一 上 

这 样 便 可 得 到 (2. 10) 式 ， 

2) 如 果 在 点 (zx,y)ED,K;,K; 同 号 ,Ko 二 0, 尺 ; 关 0, 使 用 类 似 
的 方法 ,可 把 方程 组 (2. 1) 转 化 为 形 如 (C2. 8) 的 复方 程 . 

现在 讨论 另外 两 种 情形 : 

DME, y) CDK, KFS. RK A0, 0A I EA 
(2.1). APR uyv M TRA 

v, = au, + bv, + aou + bov + fo, 
性 u, = du, + cv, + cou + dov + go> 
EP a.boesd TÈ auséy (b= 1,2) 99 BAR. ay sboscasdos fos 
go 是 Obey Orb otk l= 1.22 A 
a= K,/K,, b =— KK = Ke/Ki.d = K,/K,. 
双 曲 型 条 件 52. 2) 转 化 为 条 件 . 
A = 1/4K? = (6+ d)*/4-—ac> 0. (2.12) 
类 似 于 (2.5), 用 7 乘 (2. 11) 的 第 三 式 , 再 减 去 (2, 11) 的 第 一 式 ,可 
得 
一 UV, 一 jj Sw w= — (ad ju, /2— —cj)u,/ 24+ 
= -— (a—dj) (w.+0.+w. +, /2 
+(c—6)) (we. —B.+w, — ©.) /2 十 低 阶 项 ， 


(2.11) 


Bp 
C1 + gw, + qg, = 1 一 g w, — q w 十 低 险 项 ， 
(2.13) 
此 处 
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q = [a — c — (d — b)j)/2, g = La +e — (d + b)j]/2 . 
如 果 
go = +g HU) gd 
= [{(2 + a — cY — (d — 6) — la tey 4+ (d+ bY 1/4 
=(l+a(l--c) +40, 
则 从 《2. 13), 可 解 出 w:, 而 得 
w: — Q iaw, — Q, (2%, = A we + Alw + Alr), 


(2.14) 
其 中 


Qiz) = ra — qi2 (1 十 a) + FARERNE) = 2922) /qo . 
OMRES @. yE D,K: Ki SK, =0,K,40, 8 GRP 


于 3)? 中 的 方法 ,我 们 也 可 把 方程 组 (2. 1) 化 为 形 如 (2. 14) 的 复 形 
aK. 


2. 一 阶 非 线性 双 曲 型 方程 组 的 复 形式 


现在 ,我 们 讨论 一 般 的 一 阶 非 线 性 方程 组 
PCs Voth Vly Uy Udy) = 0, R= 1,2, (2,15) 
此 处 F= DEKA D 内 的 任 一 点 tz,y) 及 任意 的 实数 uv, 
Hy tysurruy 都 有 定义 和 而且 连 续 ,并 对 mouv: vy GAA ERM 


商 . 方程 组 (2. 15? 的 双 曲 型 条 件 仍 可 由 不 等 式 (2. 2) 或 (2. DEE 
义 , 但 其 中 


_ DU APD _ DUFF) 
Ki = Das)’ ** = Deus)’ 
_ DF) _ DUFF) 
K, = Dtu,,v,) ” K, = Diu, su," 
_ DRE) » _ DEF) 
K: = Dinu,’ Ke > Dem)’ (2. 16) 


这 里 


| 
Fy = | Firu (Ly Y vt o Uy Thy g Tiy TU, stv, dT, 
4 
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ml 
Fi =| Fien (Ly Holly Tu, Tity TU TO AT. 
ly a a : ; 
` 1 a 
Fa = | Fy (Py Vela TH Thy TU TU ATs 
“ it 1 7 ‘ 


t 
Fa = | Fim (Ly Ysu pV TH TH TTY, TV AT 
; Faik 


k=1.2. (2.17) 
使 用 上 一 小 节 中 的 方法 ,对 情形 1)Ks,K; 同 导 ,K; 或 K0; 2K, 
长; 异 号 , 民 , 或 民 , 关 0, 仍 可 把 一 阶 非 线性 方程 组 (2. 15) 转 化 为 复 
形式 
w, — Qw: 一 Qw, = Aw + A,w -+ Ais (2. 18) 
此 处 c= 2+ jy wat jo, A 
=O, cw sw, we) k= 1,2, A= ALW WwW) k= 1.2.3. 
特别 ,如果 (2. 9 成 立 , 那 么 从 双 曲 型 条 件 (2. 2? 可 推出 (2. 10) 式 成 
立 ， 
定理 2. 1 设 非 线 性 方程 组 (2. 15) 满 足 双 曲 型 条 件 (2. 2) 以 及 
关于 隐痛 数 存在 定理 的 一 些 条 件 , 那 么 (2, 15) 关 于 w. 可 解 ,而 得 
形 如 (2. 18) 的 复方 程 ， 


3. 某 些 一 阶 氢 线 性 双 曲 型 方程 组 的 复 形式 


现在 结合 如 下 的 一 阶 拟 线性 偏 微 分 方程 组 讨论 前 面 末 讨论 过 
的 两 种 人 情形. 
Qt, 十 apt, + bv, + buv, = a + bwt ea 
pe F ait, H byt, F Dut, = agit + beau + eas 
其 中 系数 usbu k d=. DEE ly ED HEAR ans cstk， 
l= DBs WEDRwweh HERR. 与 方程 组 (2.1) 相 
仿 , 方 程 组 (2.19) 在 DD 内 的 双 曲 型 条 件 是 
I= (K, + K,)? — 4K,K, = (K, — K,¥ — 4K,K, > 0, 
(2. 20) 


(2, 19) 


其 中 


äu a2 


bau by 
an bay ûn fz bn mat 
We RNS REREDK, =K =0,K Ki #8 KAFA 
方程 组 (2. 19). 先 讨论 五 内 的 一 点 (zy) Ki =K,=0 BARE 
EAK Ase HEF 
an = Aye an = Abas an = phs am = bys 


因而 
K; = AKo, K; 一 一 pKRe, K; = MA 下 0 
于 是 
I = (Ks — K 一 4K,K, = [Ot 4)? — 40] 天 
= (K, + KY — 4K,K, = (A— w’Ki>o . 
容易 着 出 :4p, 即 KAK 这样 方程 组 (2. 19) 可 写成 


on +), + beigu + v), = mu + bye tc, (2.21) 
bn Àu + v), + balu + v), = aru + Bay + ey. 
U =àutv, V= putv, ERB 
Ue Oey |? =a- 
V, V # l 
5 
-UY g Wow, 
因此 方程 组 (2. 21) 可 写成 
{ot by =a FY te 
(2, 22) 
baU, + boV, = aU + 6,V + egy 
其 中 


a’, = (a, 一 TACs 一 184 一 一 《al 一 Ab) CÀ 一 e), 
a = Ca, — phn) f (À — 4) br =— (a, — Aba) / (ÀA — p), 
这 样 一 来 ,可 得 
U, = [abn 一 ar baD + bn — bd 
+ Ceban — cb) ]/Ke- 
V, = ECA by 一 a, ba DU + Ce bu 一 b, bs; Vv 
十 《cs 一 Ciba) Ke. 


(2.23) 
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将 以 上 方程 组 中 的 第 一 个 方程 减 去 第 二 个 方程 ,可 导出 关于 多 一 
U+jV 的 复方 程 
多 .十 角 .= A WOW + AL, WOW + Adz), 
(2. 24) 
此 处 A, s Ay ,4 都 是 如 ,ace 一 1 2 的 已 知 国 数 ， 

其 次 ,我 们 讨论 在 条 件 2) 上 ,一 天 ,一 0, 乓 天: 同 号 , KATH 
方程 组 (2. 19). FE D 内 的 一 点 Cx,y) ,天 5 一 天 一 0, 则 存在 实 
CEET 

ta = Mss da = Abas bi = pres ba = Hbo» 
因此 
K, = auK,, K, = aK,, K, = uK,, 
故 
T= (K.+K,—4K,Ky=[GAtg)? ~4an]Ki= (A— uY KE> 6 . 
ABB AAE K+K MBA 19) 可 写成 
an lA, + uy) + alw, + vy) = aye + bw + es 
roe +) + bn (pw, + uy) = ag + bu t e. 


(2. 25) 
设 
EII o> rty 
"一 A fe 5 ind A —. H + 
PAA | 
| 1 1 — y 1 
7, p aj] A ~ hase 
m c= AE+ pope y= E+ 7, 这 样 一 来 ,方程 组 (2. 25) 转 化 为 
(ee + bv, = au bv 二 cs (2. 26) 
Aygotls + aU = Alt + bav + Cp a 


从 以 上 方程 组 ,可 解 出 uev THE 


(us = aie tH vte, (2.27) 
lo, = au + bv + cs, ` 


al, = laba 一 abu) (Ki sb, = Oban 一 bob) /Kes 
ah = (ayy, — Ayr) Kb: = (ra — ban) / Ra, 
d = Ceiba 一 tba) Rpts = Coding 一 Ciaya) / Ky, 
e= WARA 27? 可 写成 复 形 式 
w + wy = A Eww + A, wie + Ai ow), 
(2. 28) 
此 处 A AS AG BREE an be tebe = 1.2) HE SK. 
ot F163) K, =K =0,K KAE. K A0, BiB OK,—=K, 
=0,K KA SK. 40, (RR. A BA (2. 19) 分 别 
转化 为 2. 24) 562. 28) 的 形式 .我们 还 要 提 及 ,对 情形 1) 与 3), 可 
能 有 
By, = Atas bn = Mzts bis = Has bey = Pages 
而 对 情形 2) 与 4) ,可 能 出 现 
Oy = Ady: 8g = M0 By = bias ba = Abas 
但 仍 可 用 类 似 的 方法 去 讨论 ， 此 外 ,对 于 整个 区 域 DD 而 言 ,A(z， 
yer OWE D AAC, yÉ R Ee RIE F (2. 21) 中 
两 个 方程 的 右边 应 分 别 增 加 by Ace tye pete 与 by Aste tb bpp XH 
是 改变 了 低 阶 项 的 系数 ,而 没有 改变 双 曲 型 方 稳 组 的 竹 质 ,至 于 
情形 2) 一 4) ,也 可 相仿 地 讨论 ， 


$ 3. 一 阶 拟 线 性 双 曲 型 复方 程 的 边 值 问题 


本 节 中 ,我 们 主要 讨论 单 连 通 区 域 上 一 阶 拟 线性 双 曲 型 复方 
程 ( 方 程 组 的 复 形式 ) 的 Riemann-Hilbert 边 值 问题 , 首先 我 们 给 
出 此 边 值 间 题 解 的 积分 表示 式 , 然 后 用 逐次 赤 代 法 证 明 此 边 值 问 
题解 的 唯一 性 与 存在 性 最 后 ,我 们 还 讨论 一 般 区 域 上 此 边 值 问 
题 的 可 解 性 . 


1. 一 阶 双 曲 型 复方 程 边 值 问题 的 提 法 及 其 解 的 唯一 性 
对 于 形 如 (2. 24) 与 (2. 28) 的 复方 程 ,我 们 可 将 其 写成 统一 的 
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形式 
w: +, 一 Alzswjw + Blz,w)w + Ciz ew), (3.1) 
它 等 价 于 实 形式 的 方程 组 
u,=au+b+f, 
人 =a+tdv+g, 
其 中 e=2+ jy wut pu, A= (a+ jo—c— jd) /2,B=(a— jb-e+ 
id)/2.C=f-g. 设 
Wz) = ve, + te, Z = xe, + yer, (3. 3) 
RE e= dte dj D4. 3), 可 得 关于 W 
的 复方 程 - 
Wy = uge, + ae, = aW + BRW + Y= FZ,W), (03.4) 
其 中 a= de, Hae, B= cet ber, Y= ge, + fer. 
和 王 面 ,我 们 讨论 形 如 下 的 一 般 拟 线性 双向 型 复方 程 
w, = Fl2,w).F = Alz.wiw + Alz ww + Alz E D, 
(3. 5) 
Hp Diberrt+jy ATAC 内 的 一 有 界 单 连通 区 域 ,其 边界 为 
P= h Ul Uta UL 3X a= {r= y KSR, d= lary 
HIRR Sr SR.) T= (r= y 2R HR Re R SSR}, 
L= {r= y Or, R W S0 nml PR sr = Rt jR 
一 2R1) ,名 二 (1 十 站 (Rs 一 RR1) M LSL UL 本 节 只 讨论 RR, 
的 情形 ,而 已 <<2R, 可 类 似 地 讨论 ， 
假设 复方 程 (3. DHEA CHI 
DA C,w)U=1,2,. 3 MFA RR D EERDER Kwae) 


(3. 2) 


É cE DEZ. HME RIE 
CUA: iz, we) D] = cf{ReA,,D] + CLIm4,, 万 ] = ko a = 1.2, 
CLA, (@.w) DJS kis (3. 6) 


HEE kosk ARAL AE a HL. 
2 对 于 任意 两 个 在 五 上 连续 的 函数 wz) w eA 
F(2,w,) 一 F(z,w,) = A\(w, — w) + A, — w) © D, 
(3.7) 
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其 中 A= Aw sw. RE 
CLA, D] <k, $= 1,2, 
这 里 如是 一 非 负 常数 特别 , 当 (3. 5) 是 线性 方程 时 , 从 条 件 
(3.6) ,有 即 可 导出 (3.7) 式 成 立 . 
复方 程 (3. 5) 在 万 上 的 Riemann-Hilbert 边 值 问题 可 叙述 如 
下 . 
问题 4 求 复方 程 (3, 5) 在 互 上 的 连续 解 ww(z)，, 俩 它 适合 边 
界 条 件 
Re[4(z)w(z)] = rlz), z € L, Im[ Ate, w] = 4, 
(3. 8) 
这 里 乌 是 实 常数 ,而 Ale) =alz) + jo(z), r(x), b ERE 
C,[Atz), L] =C,[ReA,L] + C.[ImA,L] ko Cr Cs), L Ske 
max 


1 1 
max [CT — Bla) | Tate) + oa] < ll Sh, (3.9) 


此 处 a(O<a<l) ko ke MEE RM. 带 有 条 件 A= 0.2ED, 
we C.r=0,2€ L,6,= 0 A 记 作 问题 46. 特别 当 az 一 1 
(2) =0, 8] AG) =1,2E Ls IRR A BLA Dirichlet 边 值 问题 (问题 
D) ,其 边界 条 件 为 
Refwt2)] = rtzi,2€ L, Imfwlz)]=6,, (3.10) 
为 了 给 出 复方 程 (3. 5) 之 问题 4 的 解 满足 Holder 连续 的 条 
件 ,我 们 还 要 假设 对 于 任意 的 两 个 双 曲 数 to swz (3. 5) 6 RA 
RE 
JAK rte) 一 Ap Czy tw) || 
S kelle, — zalt + lle. — wll], 4 = 1,2, 
A; Czy ote) 一 Az Cz, te) l 
< 而 [= 一 eil + lke. 一 w || | ,2 22 E D, 
此 处 a(O<a<l1) skao k SRALE TAR. 
由 (1, 39401. 5) É 
w = be, + fe,ew, = ie, + le. Ws = Fe, + Meas 
因此 复方 程 (3. 5) 可 改写 成 


(3. 11) 
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e+ he = [Alz w+ Bz + Ew) Je, 
+ [Clz.wF + Diz wa + Fw Je,, 
即 
f= Alzun E + Bawa + Ew), D 12) 
| h = Clz.w)F + Diz,w)n + Flew), ED, 3 
其 中 
A=ReA,+1ImA,, B=ReA,+ImA,, C=ReA,—ImA;, 
D==ReA,—ImA,. E=ReA,+ImA;, F=ReAy— m3. 
而 边界 条 件 (3. 8) 转 化 为 
ReLACzYée +9.) Jar(2) rE Ly Im [Ale (be; + fee) ] lem, bis 
(3. 13) 
这 里 A(z) 一 (4 十 be 十 (4 一 es, 又 区 域 DEH AEE RR Q= 
{OSAKR2R,.0R eS 2K}, R=R — R. HT Fite. TUR 
wl =0, Ry GM Bit BR ER W (2) = (wz) — Lal) — 
jb Cz) rag) + jh 1} / Lal) —# KA LRER. AT 
书写 方便 ,有 时 我 们 把 ED AR EQ, RIB L Laie H A= 
0, 0S S2R,}, {OAL 2R. p= 2R,). 此 外 ,只 要 把 方程 组 (3. 2) 
中 的 变量 usverey PAY 6.9.2. A582. DKS BAC. 
12) 的 形式 相符 合 . 
为 了 给 出 复方 程 (3. DHA 4 解 的 表示 式 , 我 们 先 来 讨论 最 
简单 的 一 阶 双 曲 型 复方 程 


w, = 0.zE€ED, (3. 14) 
由 定理 1, 1, 可 知 其 实 形式 为 方程 组 
E. =0, 7 = 0. (AO EQ (3.15) 


这 里 4 二 x 十 y, 二 Xx 一 y= 二 ww 十 v.79 二 一 v ， 因 此 方程 组 (3. 15) 
在 Q@ 上 的 通 解 可 写成 
Ẹ=cutv=s N = firt y) =u ug = 
Bp 
e=(fCrt+y + et2—y) //2v=[flety)—elo—y) 1/2, 
(3. 16) 


HES) eO EATA, R] CR Re IEE mR. 注 
意 到 边界 条 件 "3. 8), 即 
alxjulz) + binvi) = rlr), z € LAR wz.) = 0, 
即 
Lal +602 AO +Eatr) bor) g nD —2r(x) ,rE LO,R], 
(alxd+bCr) lf (2z—2R,)+-[atr) —bCr) lg (2RD =2rílr), 
zeE(R,.R, 4, (3.17) 
为 了 书写 方便 ,从 这 里 到 定理 3. 1 前 ,都 把 abar 写成 z HRM, i 
以 上 公式 可 改写 成 
{aG/2 T6204 [aGe/2) b2 Jet) =2r(t/2), 
t€(0,2R, J. 
[Tate/2+R,3+60/2+-R,)) 16) +(aG/24+R,) 
— 60/242, ) g(2R,) = 2rt/2+R,) .LE [0,2R], 
Bp 
gir y) =i rer 9/2] La r— yy) /2) To — y)/2) JF 00} 
Jalle 3/2) be — yy) /2)] 0S r— yR, 
Sty =r (arty /2 +R, | [alr ty) /2+R) r+ y) 
/2+R))]eQR)}/Lalety/2+R) tbat y/24+R)), 
O<r+yK2R. (3. 18) 
于 是 复方 程 (3, DIA 4 的 解 wtz) 可 表示 成 
ulz=flrt+tye tele yer 


=5 Uaty +er—-y) +iflatw—gi@—y)]} 


(3. 19) 


r(R,) + 4, 
a(R) + BRO? 


rtRi) 一 b 
a(R,) 一 ACR)? 
其 中 f(x 十 yy ,g(r 一 如 (3,18) 中 所 示 ， 不 难看 出 :2w《z) 满 足 
C.[wtz),D] = Me, = M (ask key D) 1 (3. 20) 
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FOO) = ulz) + vlz) = 


ECRI) = ulz) — vtz) = 


这 里 a(0<e<l1).M BEAE HM. 
现在 要 给 出 复方 程 (3,5) 同 题 4 解 的 表示 定理 . 
定理 3. 1 设 复 方程 (3.5) 满 足 条 件 C, 则 (3. 5) 同 题 4 的 解 
wtz) 可 表示 成 
. we) =W) + Wz) + Fie ED, 
Wiz) = fir + we + gir — we, 
Wiz) = f tr + yde, teat yep 


F(z) = f Cas + By + Eled(z— y) 
1 


+ [TUCE + Dy + Fidea +»), (3.21) 


此 处 fx 十 y) ,gr 一 如 (3.19) 式 所 示 , 六 (zf 十 y) gle— y 
于 (3.19) 式 中 的 f(x 十 y),g (7 一 y) ;而 侈 (z) 适 合 如 下 的 边界 条 
i 
[PLAT e 一 一 Re[ A9 a] E L, 
Im[A(z,) W (z,)] = — Re[A(z,)¥(2,)]. 
证 容易 看 出 :W (z) ,六 (z) 都 是 方程 组 (3. 15) 或 复方 程 
GB. 14) 于 三 上 的 解 ,前 者 适合 问题 4 的 边界 条 件 , 后 者 适合 边界 
条 件 (3. 22) ,又 从 表示 式 (3. DARE- -REE VORES 
程 
[Fe] = (AE + Bot Ele, + CCE -+ D+ Fle € BD, 
(3. 23) 
因此 w(=)? 一 他 (= 十 印 (z) 十 多 (z) 确 定 是 复方 程 (3, 5) 在 万 上 的 
解 . MV Ot QDMA 4 的 边界 条 件 , 故 we) =W ae) 
WO+V¥V QBS MB 4 的 边界 条 件 . 
定理 3, 2 如 果 复 方程 (3. 5) 满 足 条 件 C, 那 么 其 问题 A 至 多 
有 一 个 解 . 
证 kw, (2) ,wzlz) 是 复方 程 (3,5) 之 问题 4 的 两 个 解 ,将 它 
们 代入 到 (3. 5) 与 边界 条 件 (3. 8 ,根据 条 件 (3. 7) ,可知 wl) =w, 
《z) 一 ms(z) 满 足 齐 次 复方 程 与 边界 条 件 
w., = Aw + Åz € D, (3. 24) 


(3.22) 
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Rel AC2)w(2)] = 0.2 E L,Im[ACz, wiz) |] = 0, (3. 25) 
依照 定理 3, 1 ,w(x} 可 表示 成 
wiz) = Wiz) + F(z), 


Woz) -| "Ae + Byled(a — y) 


+ [tee + Duledtx + y). (3. 26) 
9 


RE A.B, C D SA, AM KRIEMG.12)$ ABCD A, 
AL AIE RY ee D LER z= 二 (1 一 让 RR 的 附近 不 恒 
等 于 0, 我 们 可 选取 一 个 适当 小 的 正 数 RR 之 1, 使 得 8M MR <1 jX 
里 Mı=max{|Ã|. |B CL IDI ER M=1+-243(1-+-285) HY 
由 (3. 18)--(3. 22) 算出 ,而 m = || w lea > 0, Q = 
OKL HYS R N (2R-RoSr— yR). 由 表示 式 (3. 26), 便 得 
一 个 矛盾 的 不 等 式 

m = wie) lero, < 8M, MR ym < m, (3. 27) 
而 此 矛盾 证 明了 wled=0,2€Q). 然后 沿 4 一 z 十 ?增加 的 方向 及 
J 二 XY 一 y 减少 的 方向 依次 使 用 同样 的 证 明 方法 . 便 可 得 到 wx) 二 
wi(2) 一 w(xz) 二 0,z 马 DD， 定理 3.2 证 毕 . 


2. 一 阶 拟 线 性 双 曲 型 复方 程 问 题 4 的 可 解 性 


定理 3.3 设 拟 线 性 复方 程 (3. 5 满足 条 件 C ,那么 其 问题 A 
具有 一 个 解 . 

证 注意 到 复方 程 (3. 5) 问 题 A 的 解 wed AA mG. 21) 
的 表示 式 , 我 们 要 用 逐次 选 代 法 求 出 (3. 5) 问 题 4 的 解 . 先 将 复方 
程 (3. 14) 或 方程 组 (3. 15) 之 向 题 4 的 解 wo(z》 =W e) = fle 
十 zkzjes 代 入 到 (3.21) 最 后 一 式 的 右边 , 便 可 得 到 一 个 确定 的 函 
数 

w, (e) = wy lz) + W(x) + Hole), 


wc) = |" [Ab + Bh + Elede 
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+ frece, + Dp + Fjedà, (3.28) 


Ret i=rtysy=r— y Wii E. DE D LAR ERAR 
条 件 
人 一 一 Ref AQ) (z)] ,2 E L, (3, 29) 
Im[ACz,)W(2,)] 一 一 RelA) Fel) ]- 
FAG. 28),(3. 20) ,可 得 

lw (z) 一 wale) << 4MsM 2m 十 DDR’, (3. 30) 
. 其 中 Me=max( Al BL ICL IDL {EL FD m= lwla R = 
max (2R 2R) ,这 里 常数 M 如 (3.27) 中 所 述 . 这 样 经 逐次 迭代 可 
得 一 函数 序列 {w(x)} ,满足 


w,(z) = wiz) + W i) 十 人 [4 + By) + Eled 


A 
+ f (C&_, + Dih- + Fea, (3.31) 


而 w,.(2)—w, (2) E E 
wiz) — w,_, (2) = Wy) — Wa) 


+ | CAG = 62) + Bog — teed ede 


+ [CE — Bd + Bem — ts) lod (3. 32) 


. K Ro! . 
lre, — wi [4MM (2m + 1>] f, ma =D. 


< [4MM (2m + 1R' ]"/n1. (3.33) 
WETER , EAA KOF P w) EN 
w,(z) = wlz) + [w C2) — wolz)] + e + [ets — wy, 124s 
n= 16260 (3, 34) 
在 万 一 上 致 化 到 一 个 函数 tw, (2) 1, 而 w., (zy 满足 方程 
w,(z) = wle) + W, (2) 


+ [" CAG. + By. + Eley 
Zk 


十 fics. + Dy, + Fleda, (3. 35) 
o 


因而 也 满足 复方 程 (3. 5) ,又 w, (2) A REG. BD i w, (2) 
EG DES 4 的 一 个 解 . 


3. 一 阶 撤 线 性 双 曲 型 复方 程 问 题 4 解 的 估计 式 


我 们 先 给 出 间 题 4 的 解 的 有 界 性 估计 式 . 

定理 3.4 在 定理 3. 3 相同 的 条 件 下 ,方程 (3.5) 之 问题 A 的 
fe RE 

Clwt), D] < M,,.Clw(2),D] < Mk, (3. 36) 
此 处 二 一 让 十 下 一 亲人 skas D) M; =M; Cka, DER EIE HE 
x. 

证 ”根据 定理 3. 2, 定 理 3. 3, 本 定理 中 问题 4 的 解 wtz) 可 用 
逐次 迭代 法 求 得 ,由 于 (3.33),《3.34) 中 的 函数 zw (2) — w- C) 
(n 二 1,2,…) 都 在 五 上 连续 ,因此 函数 序列 {rw.(z)} 在 DD 上 的 极限 
函数 w(z) 也 在 瑟 上 连续 ,并 满足 估计 式 


Clwt) D]= >) > AMM Om+ DR F /n) eM m+ OF M,. 


这 就 是 (3， 36) 的 第 一 个 估计 式 . 至 于 (3. 36) 的 第 二 个 估计 式 , 当 上 
一 起 十 名 一 0, 这 可 由 定理 3.2 得 知 , 当 大 一 卢 十 总 盖 0, 将 问题 4 的 解 
w(z) 代 入 到 方程 (3.5) 与 边界 条 件 (3,8), 再 用 除 , 便 得 到 
(2) 一 w(x)/& 所 满足 的 方程 与 边界 条 件 

®, = AD + Apo + As/k,x € D, (3. 37) 

[Re[ACz) Wiz) | 一 (ze © L, 

(Im[ A(z, itle) = b/s 
注意 到 A ker/k aik RARE 

C(A;/&.D] EC/ L] <1, |b, /4| <1 

fi FART HH Clete) ,Dj 的 方法 ,可 得 关于 waht 
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(3. 38) 


Cia), D] <M, = Mtk D). 
由 上 式 即 可 导出 63. 36) 的 第 二 式 . 

这 里 ,我 们 要 所 及 ;在 证 明 方程 (3.5) 问 题 4 的 解 w(z}) 满 足 
估计 式 (3.36) 时 ,并 没有 要 求 边界 条 件 (3.8) 中 的 Aro M E 
Hilder 连续 的 条 件 , 而 只 要 求 在 世上 连续 即 可 ， 

其 次 ,可 导出 复方 程 (3. 5) 向 题 4 的 解 所 满足 的 Holder 连续 
估计 式 , 我 们 来 讨论 方程 (3. 5) 的 线性 情形 , 即 

w, = A(2yw + Alw + Alez € D, 
即 
ée + he, = [AGE + Bley + Elz) Je, 
+ [ECE + Dixy F(z) Jez € D, (3, 39) 
Hest A,B,C. DEF WG. 12 APE EN AS zE D HBR. 
定理 3,5 设 线 性 方程 (3. 39) OF (3. 6),03.11), EI 
(3. 39) 的 系数 Adz) (=1,2,3) 满 足 条 件 
CLA, D] EI = 1.2,C.[4.,D] < 2ks (3.40) 
那么 方程 (3. 39) 问 题 4 形 如 (3. 21) 的 解 wi) =W le) +h +H 
Wz) EK 
C.LW(z),D]< M,.C.[W(z),.DI< Me 
C.[¥(z),.D] < M,,.C.[wlz) D] S Ms. 
其 中 My = Mil asko ski sk DEAE. 

证 从 (3.18) 一 (3.21) 关 于 WOM KRRTUBMH Wee) 
满足 (3. 41) 的 第 一 个 估计 式 . 为 了 证 明 多 (z) 等 满足 (3. 41) 的 后 三 
个 佑 计 式 ,我 们 记 


Fite) = [We dlt — y), 2) = [Gerace +y), 


(3.41) 


Gile) = AE + By + E, Gz) = CE + Dat F. (3. 42) 
由 《3.6) 与 (3. 36), BF (=F) =F, A.W D 14} 
MHF w 一 zx 一 ?一 z 十 y 满足 Holder BEEN KF. E 

CË CD] S MR' ,CE YG, ).DI< MR, 
(3. 43) 
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iX BR! =max(2R, ZR), Mı =M: laskoski kz, D) Æ — AE AER. 
若 将 (3. 18)— (3. 20) 中 和 问题 4 的 解 wo 一 W 代入 到 (3. 422P w A 
位 置 , 而 & = Rew, + Imu, % = Rew, —Imwe, H (3. 6), (3.11) 4 
(3. 36) ,可 得 

CGO, °), D] 


CLF, D] 


M, CLG, AD ,D] <= Ms: 
MR CLÉO D] SMR, 
(3. 44) 
此 处 M= Ma (orky ski ska DEENA. 由 于 OW OER 
程 (3.14) 与 边界 条 件 (3. 22), PW C2) ACS. 18) ~ (3. 20) 类 
似 的 表示 式 ,可 得 议 \(z) 所 满足 的 估计 式 
CW) .DS M,R = R'M, lakokke D). (3.45) 
这 样 一 来 , 若 记 ey (d= ay (2 t+-W +, (2), (2) 二 wi(z) 一 
wo (z), Wi C) =F (da thle, MM Dz) = Re ® (2) + 
Im, lz), Gle) =Rew, (z) —Im&, (2) PHU F Aart y u= 
y MEIA 
CEA, «},D]< MR’ CEO D] S MoR, 
(3. 46) 
此 处 Mp = 202+ Moko) Ck + 2koM, +h} Cnt 1) »m=C.[un (2), 
D].M MÆ. 36) 中 所 示 的 常数 . ORE A Be AR BY 5 
Row. (zt 一 1.2,…)， 其 对 应 的 函数 Cz) = Re d (29 + 
Im, lz) T) =Re tiz) — Im &, (2 FRE hit st 
nl ' 


an 


Calil, ad } +D] S 


(M of J" 


n! 


CO D] S (3.47) 


T w= Y0) E D LAR BG we), KO 


met 


数 w (2) =Rew(2) + mwlz) (2) = Rewiz) —Imw (2) EG 
计 式 
CL CA. D] < eo CLR, D] eF, 
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联合 (3. 41) 的 第 一 式 ,(3.43) 一 (3.47) 及 上 式 , 即 可 导出 (3. 41) 的 
后 三 个 佑 计 式 ， 

定理 3.6 设 拟 线性 方程 (3. 5) 满 足 条 件 C 与 (3, 11) , 则 其 问 
Bi 4 的 解 思 (z) 满 足 估计 式 

Cleit) D] S M,,,C,[u(z),D] < Mik, (3. 48) 

IX R= +h My = My (asker skos D) Ma = Milas ko, D) MAE 
负 常 数 . 

证 ”仿照 定理 3, 4 的 证 明 , 从 (3. 48) 的 第 一 式 可 导出 (3, 48) 的 
第 二 式 . 而 (3. 48) 第 一 式 的 证 明 类 似 于 (3. 41) 最 后 一 式 的 导出 , 现 
在 仿 定 理 3. SHE. A (=H, eo tha pe RA 
千 计 式 (3. 43) ,但 因 (3. 42) A,B,C D.E, F 不 仅 是 z RK, Ti 
且 还 是 u 的 函数 ,注意 到 条 件 (3. 11), 虽 然 仍 可 导出 形 如 (3. 44) 
的 估计 式 , 实 际 上 其 中 的 非 负 常数 MEERE. 39) 时 大 一 
H, 类 似 地 也 具有 相应 的 估计 式 (3. 45),(3. 46) ,而 (3. 46) 中 的 常 
Be Mi 仍 可 取 为 Mp = 202+ Mghy) (2k + 2hoM +h, )Gn+1) m= 
Celto) D] BRR AE ECS. 39) 进 行 推算 时 ,把 原来 的 
常数 Wi 代 以 较 大 的 常数 , 这 样 一 来 ,我 们 便 得 到 (3. 48) 的 第 一 个 
估计 式 . 


4. 一 般 区 域 上 一 阶 拟 线 性 双 曲 型 复方 程 的 边 值 问 题 


前 面 的 讨论 都 限制 区 域 D 的 边界 本 晨 四 条 特征 线 Li = {7 十 
y=0,0R 752 h de= {ry=2Ri R Sr SAR dam rty 
2R, RIER? sla = {r y= 0, OSAR} R=R,—R,- 现 作 如 下 
推广 . 

1. 将 边界 特征 线 LAR 曲线 71 bA D Ra OL) Las Las LAF 
围 的 有 界 区 域 ,而 曲线 L 的 参数 方程 为 

= {z y= Ry = hir) OS 7 Sb}, 

Lo={r— y= 2R zty=—Alimr ZR}, (3.49) 
这 里 (2) 0S rl FER. (0) = 0.7%, (2) >0,0< cel AR 
TARP 7, Co) RA MAY, Go) >0. 由 北条 件 ， 
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ARH + 十 Yi(z) = py RRR = ola), oo Ge) =1/f14+ 
Y) l m LERT RH c= 06) = (A+ 4/2, Bf A= 20i) pis 
OS 2). 作 变 换 

A= 2R[A — 2al) + A]A[2R 一 2c(p0 + 4], 


B= #05 Ri, (3.50) 
其 道 变换 为 
= [2R — te) + KJA 2R + 200) — pn = OS WS AR), 
(3. 51) 
又 (3.50) 可 写成 
z= 0+ 


_2Rerty) tR y)—(2Rtz—y L2alatn, ) zx] 
4R—49(7+7)+2r+27, 


2R ty) 2R(T— s9— (2R— zy) 2e(r+%)— z— r] 
4R—4a(z+7,) +H2r +Y, 


(3.52) 
REI RRY O=—y DERN BER BR 
[e= a+ 0 
= [2R — 2elr +7, tat Y] + pR 
(3. 53) 


=la 
y= 9 4 A) 


= [2R— 20(r + V) +r +y e+ PAR 
-+øotr +y) — Cr t+?, +3 y2. 


我 们 分 别 用 f-2+jp7= fle) eat jy fz) Bp ERG. 52) 
HAR. 53). 对 于 现在 的 情况 ,方程 组 (3.12) 与 边界 条 御 
(3. 8) 分 别 是 

= A 4+ B9 + Eh = C + D] + Fz€E D, (3.54) 
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ReLA(z)w(z)] = riz) € L'U L,,Im[AC, wir] = 4, 
(3. 55) 
此 处 各 二 /一 YD Az) re) FE Li UL, ER REG. 9). 设 方 
程 组 (3. 54) 在 区 域 ERER C AER G. 50) ,由 于 与 一 
Erp =R- 20D + 1y./2R, OW ABA 3. 54) 转 化 为 
& = A + By + E, h = [2R — 206) + vw [CE + Dy + F1/2R, 
(3. 56) 
又 经 变换 (3, 53) , 即 c= SE) ,边界 条 件 (3, 55}) 转 化 为 
Re( ALS (2) Jw) ]} = YL (21s € L U L 
Im {AL #7", ) hoLf (22)]} = bas (3.57) 
i Bz,= fle). 这 样 一 来 ,就 把 区 域 D+ A A AC 3. 54), 
《3.55) 转 化 为 在 区 域 D 上 的 边 值 问题 (3. 56), (3. 57) ,这 就 是 定 
理 3.2 ,定理 3. 3 中 已 证 明 的 和 癌 题 4, 因此 边 值 问题 (3. 56), (3. 57) 
FEE f wi), M w= 二 w[Lf(z)] 就 是 区 域 D' 上 的 边 值 问题 
(3. 54). (3. 55) 的 解 . 
2. 将 边界 特征 线 Lo LARA HR L” L A DERA L» 
L",,L; Liana RER, 1 ,了 ”的 参数 方程 为 
L" = {r — y= py = NG) OS Sh, 
L", = (zr +y = ày = rh Rh, (3-58) 
JH Bb Y, (0) = 0472 (Ry) =R 2R 371 (0, 0< 2372 (2) > 2R, 
— Ry lS SR (oe) HOR SL (OE (Sc R, LER, RE 
了 有 限 个 孤立 点 外 均 有 微 商 , 生 1 寺 7 (2) 0,1 - 7%, (Ce) > 0. 
SAM =H=2—-5 nD E 1 在 上 述 系 件 下 ,x 十 Yi ir) S pe Yr) 
=) RHR BW r=0l RR z=). Hl 
A= Jal) — OQ eaIAY GY), 
a= 2A) 一 站 一 加 (人 SAR, (3.59) 
作 变 换 
jh 一 一 工 十 让 一 2328/A[2r6Ch) — A] 
= 2R (7 一 y)A[2rkz 一 为 ) ~ z+ Yj (3. 60) 


这 里 为 表示 六 (xz 一 一 % 以 上 变换 的 道 变换 为 
a= A= B45, w= A 一 和 六 


= forte — 7%) —24+%)G—-3), 61) 
OR, 
因此 有 
z= Ja 十 A) 


Rir Zy) + r tyra zt 
2L2r(r — ¥,) — r +Y] 


一 六 人 一 加 


_ eRe (ray) + Gt [Orla — %) +h] 
2E2rf 一 为 ) — r + ¥, ] 


(3. 62) 
HAKA 
x= gp [2ra YAR +) MF], 


y= nA Zrele — Y CE—P +2R, +H) H aey ay] 


(3. 63) 
HA =t 太一 gz 与 zx 一 < 十 j 一 EC 分别 表示 变换 (3. 62) 
及 其 道 变 换 (3. 63). 由 (3. 60》, 可 得 
(atv), = ftv), ar(A) ZÀ (u v) = (u — was 
2R, 
可 知 在 区 域 "上 的 方程 (3. 54) 转 化 为 


ae A m= CE + Dy + Fiz € D’, 


& = [Af + B7 + E] 


(3. 64) 
此 处 D'S Lie Ln Lys Ls Bt PAY a FE a 4 E LE 
7 经 变换 (3, 80) 所 得 的 曲线 ,我 们 要 求 它 适合 (3. 49)? 中 的 条 件 . 
又 在 L UL EAR REG. 55) 转 化 为 
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Re{ATg-'(z) Jefe @]} = rie El, E LU La 
Im{Alg (3) kol E)]} = b. 
(3. 65) 

HK LLL LRRD LAHORE 
L UL", ERG A 3. 55) 的 边 值 问题 A” PA LL Das 
LAF RRR D! EA APE C3. 64) 及 在 LIU LEIAR RG. 65) 
的 边 值 问题 A.A BEE: A A RA wz) we) 
二 w[g(z)j 便 是 前 一 边 值 向 题 A' 的 解 . 

现在 举 一 例 如 以 说 明 . RR, =2R, WR RR D 的 边界 工 
AL, =lr=—y.057SR,) L,={r=yt2R, RSS} ,= 
{r= —y+2R, +R, Srs2R, 也 一 {r=y OSAR AR. 若 以 
RA D R AEE FERAL UL ERG L UL P 


"i= {a y= y= Y la) = -V Ri- GRY KSR), 


L"={rty=à y= lat) =— V Ri (eR, RATS ， 
(3. 66) 

mH Lr) >00 KISRA 0R Sr AR, A 工 十 

7ifz) 一 pz 一 7 (xz) 一 人 的 反 通 数 分 别 为 工 = oln SLR +a 


N RIF2R pe ]/2, x= tA) = CR HA N RIF 2R AV ]/2 我 
们 可 先 作 形 如 (3. 60) 的 变换 ,然后 作 形 如 (3, 50)? 的 变换 ,但 要 将 
及 :一 28; 及 上 面 的 sort 代入 变 换 之 中 ,而 相应 的 变换 
(3.62), (3.52) WS} RRA Fe 5 = fle) ,又 边界 条 件 也 
要 如 (3. 65).(3. 87) 那样 的 改变 , 我 们 可 将 前 述 结果 写成 定理 . 

定理 3.7 设 一 阶 拟 线 性 双 曲 型 复方 程 (3. 5) 在 而 (3. 58) 所 示 
曲线 与 了 , 工 , 为 边界 的 有 界 区 域 D" 土 满足 条 件 C, 则 此 复方 程 适 
合 边界 条 件 

ReLACz)w(z)] = rle), E L" UL", 
Im[Atz wlz] = 5,5 (3. 67) 

之 边 值 问题 A* 存 在 唯一 解 . 
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$4. 二 阶 双 曲 型 方程 的 复 形 式 及 其 解 的 存在 性 


本 节 讨 论 具有 两 个 实 自 变 量 的 二 阶 双 上 曲 型 方程 . 我 们 先 把 一 
定 条 件 下 二 阶 线性 与 非 线 性 双 曲 型 化 为 复 形式 ,然后 证 明 某 些 二 
阶 双 曲 型 复方 程 解 的 存在 定理 . 


1. 二 阶 双 曲 型 方程 的 复 形式 


设 D ETHE LHA REKA, RIAR D 内 的 二 阶 线性 双 曲 

型 方程 
ate, + 2bu,, + cu,, + du, + eu, + fu= 2g, (4.1) 
此 处 系数 abicidvefi.ghEDAANG WH EMAAR. TER 
(4.14 D ARR HD RE. DATA lz.) ,都 有 不 等 式 


T=a~B<0,a>0. (4.2) 
如 果 系 数 a,5,c 在 也 内 都 有 界 , 且 满 足 不 等 式 
l=a—-#<i,<0,a>0, (4. 3) 


这 里 五 是 一 负 常 数 ,那么 称 方程 (4. DE DD 内 是 一 致 双 曲 型 的 . 引 
进 关系 式 
O. = [O + 70,7/2.0. = [O — jO,3/25 
Ow = [Ore Ont On = [Oe + On + 2021/45 
Oa = [Ou + Ow = On O = OO (4.4) 
O, = jfO. Oj Oa = (On — Oal, 
Ore = Oa F Ou + 200 O = On E Oa — 208 
WHER. 1) 可 写成 形式 
(a — Cus + late + bu + (ate bjia 
+ (d + eju. + (d — ej + fu =g. (4.5) 
如 果 afc. 2D, AMHR. 5) 改 写成 
Use 一 Re[QCz)u., + A ledu] — Alz )u = Alz), (4.6) 
这 里 
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gaatet bj, a+ A f E 


A, = =, A = ll. 
a— ec ! a—e”™*  ?a—e) 2(a — c) 
T tate)? 40 则 方程 (4.1) 在 万 内 的 双 曲 型 条 件 (4. Da 
致 双 曲 型 条 件 (4. 3) 分 别 转化 为 


[Qtz)| < lez E D (4.7) 
5 
Q| Egal ED (4. 8) 
对 于 区 域 D 内 的 二 芥 非 线 性 双 划 型 方程 
BT Yr thy Ms tess tty ) = 0, (4. 9) 


HEER. 4), IDSF Z, usitat) 在 一 定 的 条 件 下 , 方 
程 (4. 9) 可 写成 
au,, + 2bu,, + cu, + du, + eu, + fu =g, (4.10) 
进而 还 可 转化 为 复 形 式 
lott 一 Relgun 十 az,] — ag = ay, (4.11) 
其 中 
a= fau, (LYU ytty s tiy Ths s Tiry oT yy AT 
= Cry 
2b = [ Du (Er Yr tts tly Pte Tny itip AE 
= QC ry Ysti slir thy ster stery stlyy) s 
c= [Gn CEY rts other Eyy a Fyn EE 


= COL Vy lh hy Uy thre tr iy) 
d= | Byori 0 0 0)dr = LCL Veil gts sly), 
e= [Gu (rsy rustas rus 0,0,0)dr = P(T Yru rit, tty) s 
f= [ Bcrs yo rue,0,0,0,0,0)dr = f(x yu), 


g = P(z,v,0,0,0,0,0.0) = gz»), 
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“1 
do=2la— c) = | Fw (Std Ue Cpe Tun JAE Ag CZ oth y tiss Hz v Uz) » 
G az 


1 
q = Mate + 267) =— 2| Fr (SM yihes Ties TU AT 
6 
= CC 和 sly sllr s Mos) s 


al 一 atd 十 gj} = 一 2| Fu (zru, ,0,0)dr = A (2 yh yt s 
. [9 


a, = f= 一 | Fsne0,0.0)dr = a,(z,u), 
a, =— F(z,0,9,0,0) = alr). (4. 12) 
方程 (4. 10) 46 D 内 的 一 致 双 曲 型 条 件 是 (4. 3) 在 DD 内 成 立 . 如 果 
E D Aate HAG. 11) 可 改写 为 
va 一 Rel Qua + A} — Age = Az, (4. 13) 
此 处 
和 一 了 1/ao A, = @)/qosAr = azor Aa = asf go 
正如 [23]4)? 中 所 说 ,对 于 线性 双 曲 型 方程 (4. 1) 或 其 复 形式 
(4. 13), 当 系数 ab RA 充足 光滑 时 ,通过 自 变 量 的 一 个 非 奇异 
变换 ,可 将 其 转化 为 标准 形式 
ur Uy + du, + eu, + fu=g (4.14) 
或 其 复 形式 , 
un — RelA] — Aye = Az. (4.15) 
FEZA MAIWAEA. 14) 或 (4. 15) 
TE M EE K ERHALE. 我 们 首先 给 出 这 种 边 值 问题 
解 的 存在 唯一 性 定理 与 解 的 先 验 估计 式 , 然 后 使 用 上 述 解 的 估计 
式 及 参数 开拓 法 证 明 较 一 般 的 方程 这 种 边 值 问 题解 的 存在 性 - 


2. 二 阶 双 曲 型 方程 斜 微 商 问题 解 的 存在 唯一 性 


DE e=r+jy PHC LUP=HLULULUL ARM 
单 连 通 区 域 , 如 上 节 中 所 述 ,我 们 主要 考虑 形 如 (4. 15) 的 二 阶 拟 线 
性 双 曲 型 方程 ,其 中 系数 4 一 Atzaz)0 一 1,2,3), 假设 方程 
(4. 15) 满 足 条 件 C: 

DAC usun) =1, 23 D EERIE MRR ulz), 
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DEEZ. ABE 
CUA, D] = C[ReA,,D] + C[Iim4 ,万 ] < k. 
l= 1,2, CLA, D] S k. (4.16) 
DIF D HEEREMA uz) ule 有 
PCzytt, stt) 一 F(Z, ts to.) 
= Rel A, lu, — w) ] + Arla, — m) E D, (4.17) 
其 中 
C[ 和 (zayta) D] S kyl = 1,2, (4. 18) 
FECA. 16), CL. 18) 中 ,大 都 是非 负 常 数 . 特别 当 (4. 15) 是 线性 方 
程 时 ,从 (4.16) 可 导出 (4.17),(4.18) 成 立 . 
方程 (4.15) 在 DD 上 的 斜 徽 商 边 值 向 题 可 叙述 如 下 、 
GAP 求 方 程 (4. 15 在 闭 区 域 万 上 的 连续 可 微 解 a(z) ,使 
它 适 合 边界 条 件 
Ref Atz)u.] = %(z) ,x E€ L = L, U Le, 0 = bys 
Im[A(z)u,] leas, = br (4.19) 
Jab borbi SRE SEH, Al 2) maler) + jolie) cE L, A ACz) (2) bos 
满足 
CLA) L] S by Cre) L] S krs (bala lod kee 


1 
wel, la(z) — 62)" Ten x Tay the < (4. 20) 


这 里 gt0 之 a 之 1 ko ke Bh EAE ah MW. 带 有 条 件 As(z.u.w) $0, 
ze DweR we Fz) =0,=0.6,=0,2EL 的 问题 P 记 作 
问题 Po 

为 了 给 出 方程 (4. 15) 问 题 P 解 的 Holder 连续 估计 式 , 需 要 对 
C4. 15)? 的 系数 增加 如 下 条 件 , 即 对 于 两 个 实数 a ,za 与 两 个 双 曲 数 
zi otw: 有 

| Ag C2) st te) — Ay ze rttr te) [I 

kolle 一 zz 有 "十 le — ull + ile —wll] 一 12， 

{] Ag Ca, ote) sw) — Ag Czy tte w) 

Shi lz, ~e h+ Mee; — 222 |" + Hew: eI J (4. 21) 


» 240+ 


此 处 a(0< 之 g< 之 1) ,名 ,如 痢 是非 负 常数 ， zı sn ED. 
不 难看 出 ;方程 (4.15) 的 问题 P 等 价 于 求解 以 下 一 阶 双 曲 型 


复方 程 与 边界 条 件 及 关系 式 的 问题 4; 
w, = Re[A,w] + Ayu + Az E D, (4. 22) 
Re[Aledw(2z)] = rlz} z € L, 
Im[ Alz ee) ] = b ’ (4, 23) 
wz) = 2Re| w(z)de + bosz € D, (4. 24) 


Wh w= Ut V4. 24) PARR 2+ y= 08) — 
段 , 再 沿 z 一 ?一 中 通过 #* 的 一 条 特征 线 . 实际 上 ,由 定理 1,2? 
《3), 知 此 积分 与 积分 路 线 无 关 . 由 于 w= Fe ttem t MEERN 
程 (4. 22) 可 改写 成 形式 
E01 Wes = [AE+B9+Cu+ Dle +[4€+By+Cut Die, 
&,=AE+B4+Cut+D, 
an {Bop ED, (4.25) 
这 里 Q= (OSAR2R,. 0S p< 2R) ,. R=R— R ,而 
A= (ReA, +ImA,),B= 4 (Red, —ImA,) C= Ay D= Ay 
又 边界 条 件 (4. DWYER 
Rel A(z )w( pe.) J=r(z) 44 zE L = (A=0,0R 4 2R;}, 
Rel A(z)w(de, + 2Rie2) J=r(z), 
当 rE Lo = (0AE2R, = 2R,}, 
A(z, )w ee) = ACER) |e, =r ge) + joy WO by CA- 26) 
为 了 便于 讨论 ,我 们 不 妨 设 wtzxs)=0, 因 为 否则 只 要 作 函 数 的 
变换 W (2) = (wiz) — [atzs) jblzs)][r Cer) + jb ]}/[a Ce) — 
(20) ], 上 述 要 求 便 能 实现 . 
现在 ,我 们 要 给 出 方程 (4. 15) 之 问题 P 解 的 表示 定理 . 
定理 4.1 设 方 程 (4.15) 满 足 条 件 C, 则 其 问题 P 的 解 z(x) 
可 表示 成 
ute)= 2Re| wiedz + iz € D, (4. 27) 
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wz)= Wz) + Wee) + Pie), © D, 
Wiz) = fe, + gide W@) =f Me + E we, 


Piz) = | [AE + By + Cu + Dledn 


十 [cae + By + Cut Died’, (4.28) 
0 


其 中 £00). go m3. 28) Rf A). BGO RUF (3. 28) 中 
的 SCA). g Cee)» (LE A RIE 260 BY rC), SPAR 
—Re[A(2) ¥(z)}, —Im [AC F(z) ] 
证 不 难看 出 :函数 亚 (z) 满 足 复方 程 
[We)l = [AE BY+ Cu + Die; 
+ [AG + By + Cu + Diez € Q, 
(4.29) 二 而 仿 (2) 二 w(z) 一 Wlz) 一 罗 (z) 满 足 复方 程 与 边界 条 件 
W, = 0.Bf Fe, Wes = 0,z ED, (4. 30) 
Re[A(z)W (z)] = — Re[ACz) ¥(z)].2 € L, 
ImLACz, )W (z,)] 一 一 Im[ACz, )¥(z,) J. 
由 方程 (3.5) 问 题 4 解 的 表示 式 (3. 21), 便 得 方程 (4. 15) 和 问题 P 
解 的 表示 式 (4. 27), (4. 28). 
定理 4.2 METEU. 15) 满 足 条 件 C ,那么 方程 (4, 15) 的 问 
题 PP 至 多 有 一 个 解 . 
证 设 w(z) ,mslz) 是 方程 (4,15) 的 何 题 P 的 两 个 解 -由 条 件 
(4.17), 可 以 看 出 ;ulz) 二 wi z) ulz) wle) = t te M EN 


(4. 31) 


次 复方 程 与 齐 次 边界 条 件 
w, = RefA,w] + 和 uvz € D, (4. 32) 
Ref ACz}we(z)] = 0,2 © Lewlz,) = 0, (4. 33) 
及 关系 式 
ulz) = 2Re wz)dzz €D, (4. 34) 
由 以 上 关系 式 ,可 得 
Cieto 万 ] < M,C[w(z).D], (4.35) 


这 里 M=M DETAR. 假定 wE DEEA zs 一 (1 一 
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PRAMAS TORT ARTs Ss DHE R =R 
1, 使 得 MM: iM +D R =MR <1, M,=max(CClA,Q)], 
C[B.Q1.C1€.Q1}.M=4[1+28 (14+ 2k) 1B —-T AS 如 有 关 的 
TEAR m= |e 2) lleva, > 0s XH Qo= (OAR IR Ra 
SMIRK). 根据 定理 4. 1 ,w(tz) 可 表示 成 

wlz) = Woz) + Vee), 


V2) = F LAE + By + Culedu + | cae + By + Culeda, 


从 以 上 表示 式 , 并 如 定理 4. 3 的 证 明 , 又 (4. 24), C4. 34) 中 的 0 改 为 
z2* 可 以 导出 一 个 牙 盾 的 不 等 式 
ma = wad SMMM, + mR < mo (4.36) 
因此 wlz) 二 0,w(z) 一 0,z€ Qo. HEM AMDT i.e RA 
向 局 用 同样 的 方法 , 便 可 得 到 ww(z) =0,2€ D, AT ule) =a; (2) — 
uz(z) 一 0,zED, 这 就 证 明了 方程 (4. 15S P 解 的 叭 一 性 . 
其 次 ,我 们 要 证 明 方 程 (4.15) 向 题 P 解 的 存在 定理 -下面 先 
来 讨论 (4. 15) 的 线性 情形 : 
ti, — RelA, (2)u,] — A (zu = Alz), HI 
Ee mes = LAEB +C leut Dilz) e, 
HUADE+H BC+ Cl ut Da) Jes.zED. (4.37) 
定理 4.3 设 二 阶 线性 双 曲 型 方程 (4.15) 满 足 条 件 C, 则 
(4.15 ZAP ETRY. 
证 与 定理 3.3 相 仿 , 这 里 也 用 逐次 选 代 法 先 求 线性 方程 
(4. 37) 之 问题 PP 的 解 . 取 (3, 28) 一 (3. 30) 中 所 示 的 函数 
Witie)= firt yje tglt ye —=wo (le) =F (ole, tyler, 
并 将 此 函数 w(tz) 与 函数 


unt2) = ?Re| wos)de + & 
六 入 到 (4. 28) 最 后 -一 式 右 边 w= fe, 十 pes 与 u 的 位 置 中 9 i se 
u (z) = 2Ref w, (z)d, + be, 
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w (2) = wlz) + Walz) + f " [Ab + Bh + Cu + Dede 


+ f [A6 + Bh + Cup + Deda (4. 38) 
由 上 面 的 第 一 式 , 可 得 
Ca cz). 万] = MCW, t), D], (4. 39) 


这 里 M, = M1(D) 二 MM 是 一 非 负 常数 . 记 M,=max[|A | 9 [Bl 
ICh D| ]sm= lw (zx) hien, MAE H C4. 35), (4. 36) 式 中 的 常数 


M M,F. Hi 38) RTA 
freid — wio h S< MMM, + om + DR, (4.40) 


再 由 
by KZ) = 2Re| ws (zddzvtenss(2) = wz) + WC) 
+ |" [AR + Bae + Cu, + Dleidp 
‘A 
+ fras, + By, + Cu, + Deda, 
zE D, m= 12e, (4,41) 
可 得 


ZERE 一 (2) || < [LMM EM 十 2)tm 十 wy 


(M,M(M, + 2)(m + DRF 
(n+ 1)! 


BALA EAR SER AT EA ih: PCRS (ee, C2) BY 
tw, (2) =w, (2) + fre, (2) — w(2)] 
toe + Deeg (2) 一 wte], 
z€ D, n= 0.1.2." (4.43) 
— Bi Wy Ot Bll AR w, (2) ,因此 ww, (CA Sh 
w.(z) =f.e, + 9,¢, = wy (z) + F. (2) 


ie R" 
x f Pr < (4.42) 


+ [AE + By. + Cu. + Died 


À 
+ f'ras. + By, + Cu, + Died, 


itt Be 
u, (z) = 2Re| w. Cz)dz + by (4. 44) 


正 是 方程 64. 37) 之 问题 P 的 解 . 
对 于 满足 条 件 C 的 拟 线 性 双 曲 型 方程 (4. 15) ,也 可 用 同 法 求 
出 其 问题 中 的 解 . 


3, 二 阶 双 曲 型 方程 斜 微 商 问题 解 的 先 验 估计 


由 定理 4.2, 定 理 4.3, 可 知 满足 条 人 忻 侣 的 双 曲 型 方程 (4. 15D 

之 问题 己 的 解 可 由 逐 侈 迭代 法 求 得 ,而 (4, 43), (4.41) 中 的 函数 

序列 fix) 在 万 上 的 极限 函数 utz) 就 是 (4.15) 之 问题 了 的 解 ， 

注意 到 wri Ce) 一 rw, iz) 满足 估计 式 (4.42), 因 市 疯 数 序 列 
Iw) E D EARRAS wiz}) 满 足 估计 式 

maxllw(z)# = Cl we), D] K eMM tater or 一 Me, (4.45) 

meS P 的 解 

uz) = 2Re| waz + by 


满足 估计 式 
Clu(z).D] S 2R'M, + & = M, (4. 46) 
这 里 R'=max (2R 2R). 于 是 我 们 有 
定理 4.4 设 方程 (4. IDR ER C WEE P 的 解 utz) 
及 wiz} 一 ww 满足 估计 式 
C'[u(z), D] S M, +M, = M,.C'[ulz).D] S Mak, 
(4. 47) 
其 中 Mg =Ma la kusk Res D) sk= ki tkr Mo=M, (a,b). D) EAE 
负 常 数 ， 
下 面 给 出 后 题 的 解 所 满足 的 Holder 连续 估计 式 . 
定理 4.5 设 拟 线 性 方程 (4.15) 满 足 条 件 C 与 (4.21》， 则 其 
问题 P HIE ac Ce) HE E 
Cilate),D] < My .Cifal(z) D] < Mk, (4. 48) 
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Hh k=k tk Mio =M lash ok: shes D) Mu =M lako DRE 
非 负 常数 . 

证 ”类似 于 定理 3. 6, 我 们 只 要 证 明 (4. 48) 的 第 一 个 估计 式 - 
由 于 方程 (4. 15) 之 问题 已 的 解 utz) 通 过 形 如 (4. 27). 4. 28) 的 积 
分 表示 式 用 逐次 选 代 的 方法 求 得 ,首先 用 一 阶 复 方程 (3. 14) 之 癌 
题 4 如 (3.28)? 中 ks) 的 解 w Cr) = E Cze + hle) es H AE ET BI 
ao(z) 代 入 (28) ,并 相应 得 到 WoC) Cesi (2), AA. 38) AF 
R 记 


Vi(z) = r. Gdp, G\(z) = A& + Bh, + Cu + Ds 
[] 


A 
V(x) = | Ga, Gy) = Ab, + B + Cu + D, 


(4. 49) 
如 定理 3. 5 的 证 明 , 可 以 导出 GCz) FORF A. TG.) H(z) 
关于 pg 适合 Hilder 连续 的 佑 计 式 , 即 
CGA. DI <M, CIVIC, ),.DI< MR. 
CG, («s).D] S MCC). DI] E MR, c4. 50) 
XE R =max(2R,52R).Mi=M 2 (ashork sk: D). LAADA 
易 导出 PAD PAD ,分 别 关 于 ,4 满足 Holder 连续 的 估计 
式 
CEPO) D] < MR CTA, O, D] < MR’. 
(4. 51) 
此 处 Mi= Malaki kka DO FPR R L 此 外 ,还 可 得 满 
足 方 程 (4. 30) 与 边界 条 件 (4. 31) (用 OY, Cz) (RAB BLA CZ) BS 
BW (z? 所 满足 的 估计 式 
C.[W 2) ,Dl < MLR, (4. 52) 
KOM), = My, Coy hy his hor D} iE w (2) = ez) + Wz) + 
Wz), 而 由 (4. 38) 的 第 一 式 ,从 wi(z}) 可 确定 zfz)y, 并 由 (4. 50) 
一 (4. 52)y 可 导出 i (2) =Re @, (2) +1m &, (z) 7 (2) =Re @ (x) 
—~—Im &, (2) so (2) = wy, (2) 一 Wo(2) 以 及 i (x) =H (2) (2) BB 
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jet) ett 
CW 2) D] < MR’ ,CL (2) ,万 ] < MsR', 
Cf (2) ,DI < MR ,C.[#,(2),D] < MRR, 
此 处 Mis Mis\a,ko shi shes D). SAA BKER, BA (d= 
Re &,(z) 十 Im &, Cz), © (z) = Re w, Ce) —Im &, Cr), Tn (2) = 
woa (2) — wni C) LA RAE NLA PY E, Ce) = un (2) —0,_, C) RA 
估计 式 
CH), DIE Mek /nl CL D] < MuR Yal, 
Cli (2) D] 委 (M,,R')"/n} Ca, 2) D] <M, R)"/nt, 
(4, 54) 


(4. 53) 


国 而 函数 序列 
w,(z) 一 (x) + wl), 


uiz) = Lew Ful), a= 1,2. 


HRR RHIA wy :#(z) ;它们 满足 估计 式 
CL wle) D] < M,..Cllu(z) sD] = Mos 


这 就 是 (4. 48) 的 第 一 个 估计 式 . 
4. 一 般 的 二 阶 所 线性 双 曲 型 方程 


最 后 ,我们 考虑 形 如 下 的 一 般 双 曲 型 方程 
tee = F(z uy.) + Gz ,u,u,),F = RelA u,] + Aw + Aze 
G = A, lul + A jul, 2 € D, (4. 55) 
其 中 Ftzya,w} 与 (4.15) 式 中 的 相同 ,满足 笨 件 C, 又 onc BEE 
常数 ,而 Alzuru) CU 一 4,5) 满 足 (4.16),(4.21) 的 第 一 式 ,并 把 
方程 (4. 55) 满 足 的 上 述 条 件 记 作 条 件 C. 
定理 4.6 设 二 阶 拟 线 性 双 曲 型 方程 (4. 55) 满 足 条 件 CC. 
(1) 240<e,r<1, FECA. 55) 之 问题 P 存在 一 个 解 w(x} C 
CHD), RE B=min(a,o,7). 
(2)%% min(o,7)>1, FAU 55) 之 问题 PP 具有 一 个 解 w(z) € 
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人 (万 ) ,只 要 非 负 常数 
Mi, = ky +h. + ibl + ibl (4. 56) 
适当 小 . 
《3) 一 般 好 说 当 0<osr<i 时 ,向 题 己 的 解 不 是 唯一 的 . 
证 (SR: 的 如 下 代数 方程 
My {ky + ky + kot” + Zkt + lbo + Ibil} =t, C4-57) 
因为 0<o,r<<1 ,方程 (4. 57) 存 在 唯一 解 t= Mi 0. 现在 我 们 把 满 
足下 列 不 等 式 的 连续 可 微 亢 数 xf(z) 全 体 记 作 B*: 
C'(atz) D] <M, (4. 58) 
这 里 M Fe BY SR ASAE fe R ERE a (2) EB. A 
取 alo =o ERAR. SONAR G susu d Pu ie. 
由 定理 4.2, 定 理 4. 3, 可 知 方程 
ta — Rel A, Ces ttg stio Jtt] — Ag Cz ior to te — A, CEs torto) 
= G2 sto sttae) (4.59) 
的 问题 刀具 有 唯一 解 刀 (=)E 晤 由 定理 4. 4, RU e o E 
(4.47), FL k IEE ki +e + Zka" + kot + loo) +151. A T 
wi(z) 也 满足 C4. 58) 式 , 即 u (O CB”. f AEREE f ee 
P 的 解 序 列 a. (2) Cm 一 1,2.…) .它们 满足 方程 序列 
tmp 一 RELA, CE mn tn arts — Azk stin lng Beg + | 
一 Ay (2 stip rim) = Grn teed z E€ Dım = ,2 , 
(4. 60) 
A wwritz)EB'. 从 以 上 方程 序列 ,可 导出 tati = ump (2) — tt (2) 
满足 以 下 方程 与 边界 条 忻 
atin 一 RelA n 1 一 Ait + 
= 人 (zy — G ymi rtan) ZED, 


m= ls, (4.61) 
Rel ACz)é,,.:(2) J=0,2€ L Im Ale, ty (22) 一 0， u(H=6. 
(4. 62) 


注意 到 
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CG Czy) — Gr ett in 万 ] < 2ko [MG + Mi], 
(4. 63) 
由 定理 4.4, 可 以 导出 
il] = C' [lut D] S Mi. C4. 64) 
根据 定理 4. lrini (DOARE 


thet (2) 一 Ref wiseydesaont = Was, (z) + Patil), 
Farii) = | [Abn + Br 十 Cites: + Ged (x — y) 


stu ~ 
+ [TAGs + Biasi + Camas + OJerd (ae + y), (4. 65) 


这 里 A B,C G 5 A, ALG ARIE. 25) A,B8,C,D 与 

Ay, An 43: 的 关系 那样 ,又 G=(G lz, ttm te)? —G LEs Uwi sln) ]- 
再 使 用 定理 4. 3 的 证 法 ,可 以 导出 Bampi Se (2) 一 a (zx) 满足 
Naa = [as — Uns DI] (MRT em + 1)! 

(4. 66) 

此 处 Mig MoM (M, +2) Ont 1), Mu = max (CE D], CLË, 

D] cC, D} CLG, DJ}, m = lt tz) lems Mi M 为 (4.35), 

(4. 36) 中 所 述 的 常数 . BAL ES SR -H A gF A 

te (2) = uo (2 tiu (2) uele) J +e + [ee le) tun C25 

m=1,2. (4. 67) 


| B wale) =u E D EDR ev CO lw Ce), TR 


u, (z) = 2Re| w. (dr + bh (4. 68) 


正 是 方程 (4. 55) 之 问题 P 的 解 . 

(2) 当 min(toyT) 之 1 时 ;只 要 (4. SORR M ER ARH 
方程 (4. 57) 有 一 个 解 My 之 0( 如 果 有 多 于 一 个 解 , 取 其 中 最 小 者 
作为 M,,). 引进 Banach 空间 C'(D) 中 一 有 和 界 , 闭 凸 集 B. ,其 中 元 
素 为 满足 不 等 式 

CiLafz)y 五 ] <M, (4. 69) 
AY 2 Se] we ohe. 使 用 (1) 中 同样 的 方法 , 便 可 求 得 当 
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min(o,zr) 之 1 时 方程 (4.55) 之 问题 P 的 解 . 

《3) 一 般 地 说 当 0<r<1 时 ,(4.55) 的 问题 P 的 解 并 不 唯一 ， 
例如 方程 

Urr 一 Uy, = 16", Bl ua = 4u'?,2 E D (4. 70) 

有 两 个 解 ulr, y)=0, 8 ulr y) =i lr+y) lr- y— 2R,) 1/4, 
这 两 个 解 适合 齐 次 Dirichlet 边界 条 件 ul) =0,2€ L, WAE 
微 商 边界 条 件 (4. 19) ,其 中 

Ag =l iz E LAm) [= i tir E L,,& =O, 

rl(z) = 0z E L=L U, 6 =0 


5. 一 般 区 域 上 的 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 的 边 值 问题 


在 前 面 我 们 已 得 知 :二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 (4. 15? 的 斜 微 商 
边 值 问题 P 等 价 于 一 阶 复方 程 (4. 22) 适 合 边 界 条 件 (4. 23) 与 关 
RA 24) 的 问题 4, 这 对 以 下 较 一 般 的 区 域 D 及 区 域 D” 也 成 
aL. 

1. 将 边界 特征 线 LAR AS Limi KR D' 的 边界 为 LiU L 
ULUL ZE USSekA RWG Ahm, BRASH 
Yr) 0) fOr bE. BRE PAA Ce). 
与 和 3 中 一 样 , 作 变换 (3. 50) 及 其 逆 变 换 (3. 51) ,或 变换 (3. 52) 及 
EETA. 53), 而 (3. 52) 与 (3.53) 可 分 别 简 写成 z= 二 了 f(z) 与 z= 
f'E. 当 我 们 讨论 区 域 D 上 的 二 阶 氢 线 性 双 曲 型 方程 (4. 15) 及 
EAR UI, 上 适合 (4. 19) 的 边 值 问 题 天 ,由 于 此 边 值 间 题 P 
等 价 于 复方 程 (4. 22) 或 相应 的 方程 组 (4. 25) 与 边界 条 件 (3. 55) 
以 下 关系 式 的 边 值 问题 4. 

u(z) = 2Re wladz + by. (4.71) 

从 上 式 可 得 
Clute), D] < MyClw(z),D'] + ke, (4. 72) 
此 处 Moy = Mio D), UA ETE A RY FEE HE 
时 又 使 用 到 . 由 于 经 变换 (3.51) 或 (3.53), 在 D' 上 的 方程 组 
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(4. 25) 与 边界 条 件 (3. 55) 转 化 为 以 特征 线 LL. AI KY KI D 
上 的 方程 组 

& = AÊ + Bg + CU +E, 

m = [2R -- 2o(n) + [AE + By + CU + D]/2R, (4.73) 
B Lil, LAD REG 57) ,又 关系 式 (4. 71) 转 化 为 


u[z(@)] = Ref elada + hel) = f-1(2), 


(4. 74) 
使 用 前 面 已 证 的 定理 4. 2 ,定理 4. 3, BB 4. 25) (3.57), 
《4-73) 的 解 x(2) ,而 u= ulzi EERE A P' 在 DP 上 的 解 . 
2. 将 边界 特征 线 Lio Left R LL" DY 表示 由 L's 
L'y Ly LABRA RER OL". Li Be EMG 58) 式 所 
Rm ,我们 要 求 其 中 的 XCx) ,Yi(x) 在 其 定义 区 间 上 连续 , 且 除 一 些 
孤立 点 外 均 有 微 商 . 如 $ 3 中 那样 , 作 变 换 (3. 60? 或 (3. 62) ,而 在 区 
域 Zr 上 的 方程 (4. 25) 转 化 为 D 上 的 方程 组 
E = ZAE + B} + CU + D], 
h = AÈ + BR + CU + D, (4.75) 
又 在 LLY EDA C3. 55) 转 化 为 形 如 (3. 65) 的 边界 条 件 ， 
又 关系 式 (4.71) 转 化 为 形 如 (C4. 74) 的 关系 式 . 这 样 便 把 区 域 D" 
上 的 边 值 问题 (4, 25), (3. 55), (4.71) 转 化 为 区 域 D 上 的 边 值 问 
题 (4. 75),(3.65),(4. TAND =g G. 前 面 ,我 们 已 证 明了 这 
种 边 值 问题 具有 解 x(z) ,于 是 ee (ze) RR DLA 
题 (4. 25),(3, 55),《4,71) 的 解 , 应 当 提 及 :我 们 要 求 L BAR z 
二 g(x) 后 得 的 曲线 Li 满足 (3- 49) 中 所 述 的 条 件 . 
定理 4.7 WR D'EA LoL" Ly LMA, w 
二 阶 拟 线性 方程 (4. 15) 在 DP 上 满足 条 件 CMW PUL bia 
Aa 19) 的 边 值 问题 存在 唯一 解 . 
我 们 还 要 说 明 ; 对 于 二 阶 氟 线 性 双 曲 型 方程 (4.15) 在 区 域 D 
上 的 Dirichlet 边 值 问题 厂 是 前 述 斜 微 商 边 值 问题 P 的 特殊 情形 . 
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因为 问题 DD 的 边界 条 件 为 
ulz) = Arje = rt jy E L= Ul (4. 76) 
E ADEC) 一 1,20<<a<l, 则 从 (4 76) 可 得 
ReLA(z)u.] = lu, — u,)/2 = Yr) 2 © Lis 
Re[A(z)u.] = Ce, + u,)/2 = p'r), E Ly, 
ImLACz)u, |: =— P CR)» 
其 中 widu = Lae + jy 2, 
Ma) = az) + jbl) = {i Em 
l1+ jz El, 


而 
utz) = 2Re| wiz)dz + p0). 
[i] 


这 就 表明 问题 P 包含 问题 D 作为 特殊 情形 . 
最 后 还 要 提 及 :我 们 还 可 讨论 二 芥 拟 线性 双 曲 型 方程 组 斜 微 
商 边 值 问题 的 可 解 性 . 


8$ 5. 双 曲 映射 与 拟 双 曲 映射 


现在 ;我 们 要 引入 双 曲 映射 与 拟 双 早上 映射 的 定义 ,并 证 明 氮 双 
曲 映 射 的 一 些 性 质 ， 


1. 双 曲 映射 


Bew=fR=uG wus y EEK D A R E ura H 
型 方程 组 或 复方 程 
u, = Vy) t, = u, A = 0z = r + jy ED, (5.19) 
所 谓 区 域 D Py hX Hh eS E ti h EÈ R R ww 二 /A(z) 所 构成 的 单 
叶 映 射 或 同 胚 映射 , 它 将 区 域 D OT RRS w 平面 上 的 一 区 域 
G. 由 定理 1.1, 可 知 方程 组 或 复方 程 (5. 1 等 价 于 一 阶 方 程 组 
E = 0, h = 0, (5. 2) 
RP Feat. =u v, A= rty pec y. 注意 到 
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| A fe 
Ay By 


1 1 
-fi l- 
1-1 
(5.3) 


如 果 我 们 求 得 方程 组 (5, 2) 的 一 个 同上 胚 解 CECGA) ga], RA 
于 此 解 的 (5. 1) 
w = u + ju = LA + 7/2, A — 2e 

+ JLA + 2/12,(4 一 /2)e, (5.4) 
thde— TB. 事实 上 ,如 果 全 办 ,FC 分 别 是 区 间 ALACA jw 
<A<m 关 于 4 与 闫 的 严格 单调 连续 可 微 范 数 , 那 么 

E = EA), = Cp) (5.5) 

是 方程 组 55. 2 的 一 个 同 胚 解 ,而 Fe, +7 de Bm RR A= (A 
之 4p 之 p<p} 上 的 单 叶 连续 可 微 旺 数 , 它 把 z==z 十 jy 平面 
上 的 区 域 Ds 单 叶 映射 到 区 域 A, 易 知 吧 = 了 (z)= 二 u(x,y) 十 (zz， 
>) 是 复方 程 (5. DERM Ds 内 的 一 个 同 虾 解 , 它 在 关上 构成 一 个 
双 曲 映射 . 


2. 氢 双 曲 映射 


这 里 , 先 讨论 形 如 下 的 一 阶 一 致 双 曲 型 复方 程 
w, = Qz)w.,Q(z) = alz) + ible), |AD| Sa lED, 
| (5. 6) 
此 处 g 是 一 个 非 负 常数 . 由 双 曲 数 的 表示 式 , 妈 
w, = Ee, + hew, = Êw 十 1et = ge + qs 
复方 程 (5. 6) 可 写成 方程 组 的 形式 
二 (5.7) 
HP gp=atb q Samb, Q= QI ls lI [age (<<. 
现在 我 们 来 证 明 复 方程 45, OHENEE. 
定理 5. 1 设 X(z) 是 复方 程 (5. 6) 在 区 域 D 内 的 一 个 同 腑 解 . 
那么 (5. 6) 在 DD 内 的 任 一 解 w(x) 都 可 表示 成 
wz} = BLX(z)], (5. 8) 
这 里 PORKI G=1CD AMT i E N eR. 
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证 用 z(X) 瑚 示 XxX(z) 的 友 函 数 , 可 知 在 DD 内 有 
{wle(X) J}; = w + wz = we + Qz]. 
而 且 
Xy = 1 = Xr + L = Liz + Qz], 
Xe = 0 = Zea + Li = Xe + QR]. 
WUE R—PSR WY. | 127+ 2, |= 1, Ai %40,. A 
个 等 式 可 知 zz 十 Q@ 开 = 二 0, 因 此 60) = 二 w[zCX)] 满 足 复方 程 
[PO =0,XxEG=XD), 
KRM COCORKRRG=xX(OAHMAEM AR. ALS 
《5.6) 在 区 域 DD 内 的 任 一 解 ww(z) 具 有 形 如 (5. 8) 的 表示 式 . 
其 次 ,我们 讨论 对 于 一 定 条 件 下 的 复方 程 (5. 60, CEKK D 
内 具有 同 胚 解 ， 注 意 到 
ws =e, + he — rw:— (at jo) (Ge. ge) 
= (gre, qzez) (Ge: +962) =q be, + antes 
= (ath) + Ca— byes, 
XE Q=at jo—=qetqe:.g,=atb.q=a—b,.MSHTRG. 6) 可 
改写 成 如 下 形式 的 方程 组 
£, = (a+ DEn h = (a — nD. (5.9) 
设 区 域 A= [AAS A TAR oS eo + Re) ,这 里 为 ,pw 为 二 实 常 
HOR ,及 为 二 正常 数 ,如 果 a 光 在 4 内 对 ,wm 具有 连续 偏 微 商 , 且 
以 下 条 件 之 一 成 立 : 
b>0, bah, (5. 10) 
b<0,6<a<—b, (5.11) 
I Eg AAAS ATR OR uo Cac ut R) A AE 
续 可 微 函 数 , 那 么 w 一 fe 十 fe: 是 区 域 ANS TA. 于 是 我 们 
有 以 下 定理 . 
定理 5.2 H DER tjy FÆRREST AHER X 
w=f(V RAFE. 6) 于 区 域 DD 内 的 连续 可 微 解 ,如 果 (5. 10), 
(5. 11) 中 之 一 成 立 , 且 名 (或 名 ) 这 0 和 (或 妨 ) 汪 0 在 加 过 A 过 加 十 局 
(或 pw 过 J 之 pw 十 Re2) 上 除 一 些 孤 立 点 外 成 立 , 则 w= 了 (z) 是 区 域 D 
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内 的 一 个 同 胚 ， 
特别 ,复方 程 (5. ONAK Q =at+ jb 为 双 曲 常数 ,此 时 
RP = Q] = ja? — #) = lag) Sl zE D, 
作 一 个 非 奇 异 线性 变换 
= — la + bo + t, = a — (a— br, (5.12) 
则 方程 级 (5. 9) 转 化 为 方程 组 
&=0,7=0, @,nEG, 5.13) 
REGEER IDZ FAM MR. HAF 
的 讨论 ,方程 组 (5. 13) 在 G 内 具有 了 同 胚 解 ,因此 方程 组 (5. DEA 
内 具有 辣 胚 解 ,而 复方 程 (5.6) 在 D A Ae. 
定理 5. 3 ”如果 复方 程 (5. 6) 的 系数 Q(z) 为 双 曲 常数 at jb, 
LIQ (41 MAG. ORM DARE. 


3. 另外 形式 的 氢 双 曲 映射 


现在 我 们 讨论 如 下 形式 的 复方 程 
w, = O(2)%,, (5. 44) 
Week D AEEKO | 二 1,，zE€ D， 如 果 
Qtz) 是 D 内 的 双 曲 正则 耳 数 ,那么 作 霄 数 的 变换 
W = w — Qlcho, Bi wle) = Krear, 
复方 程 (5, 14) 便 转化 为 复方 程 
W.=0,zED, (5. 16) 
以 上 复方 程 在 区 域 D AKRE WOE D p ha H E N ag., Ew 
前 面 已 讨论 过 的 那样 ,此 复方 程 在 PP 内 具有 单 叶 解 , 它 在 DD 内 构 
成 一 个 双 曲 映射 . 
进而 , 当 (5. 14) 的 系数 久 (z)? 是 区 域 已 内 = 的 双 曲 正则 盘 数 ， 
我 们 对 (5. 14) 两 边 求 z 的 偏 微 商 , 得 
w,. = zw, Hw, 一 QO@)w.; (5.17) 
注意 到 |Qtz) | 二 1, 因而 有 
(1 — [Qa | w = 0, Bw, 一 0， (5. 18) 
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(5. 15) 


以 上 复方 程 在 区 域 D 内 的 解 wlz) 称 双 曲 调和 函数 . 
对 于 双 曲 ( 复 } 调 和 遂 数 wlz) ,可 将 其 表示 成 
wz) = ulz} + jule) = ge) + Me) + oz) — oR) 
= Plz) + lz) + Hz) 一 We) = fle) +2), 6.19) 
RE gr) pio EP H E A Fd — ele) +o), 
g(z) 一 Xz) 一 5(z) 也 是 双 曲 正则 函数 ,这 是 双 曲 ( 复 ) 调 和 函数 关 
于 双 曲 正则 函数 的 表示 式 . 根据 这 样 的 表示 式 ,我 们 能 把 复方 程 
(5. 14) 的 解 轧 ==xzwtz) 分 解 成 其 有 如 下 边界 条 件 的 两 种 双 曲 正则 
函数 的 边 值 问题 : 
Refir) = Reg(z), Ref (jy) = Reply), 
与 
Img&fkzr)y = Imex), Imgijy) = Imey), 
此 处 区 域 D= (0K cSR, OS ySR,} RRA PIER la), 
Aly FETE D LOU RK HE oe ee. 
最 后 ,还 要 所 及 ,在 本 节 中 只 有 本 章 使 用 了 双 上 曲 数 与 双 则 香 变 
请 数 , 而 在 其 余 各 章 中 ,没有 使 用 双 曲 数 与 双 曲 复 变 函数 
光 德 潜在 文献 [11531) ,2 中 研究 的 问题 与 双 曲 数 、. 双 曲 函 数 
密切 相关 ,他 对 本 章 $1.、$ 5 中 的 内 容 提 出 了 宝贵 的 意见 ,作者 表 
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Ane ”一 阶 与 二 阶 混合 型 复方 程 


本 章 中 ,我 们 主要 讨论 一 阶 线性 与 拟 线 性 混合 型 (椭圆 一 双 曲 
型 ) 复 方程 的 Riemann-Hilbert 边 值 问题 以 及 二 阶 线性 与 拟 线 性 混 
合 型 (椭圆 一 双 则 型 ) 方 程 的 斜 微 高 边 值 问题 ， 在 文献 [23]1) ,3) 
H.A. V. Bitsadze 研究 了 最 简单 的 二 阶 混合 型 方程 的 Dirichlet ih 
值 癌 题 ,也 叫 Tricomi 问题 ,他 主要 使 用 积分 方程 的 方法 证 明了 各 
种 Tricomi 问题 的 可 解 性 ,特别 在 证 明 一 般 的 Tricomi 问题 解 的 存 
在 性 时 .运用 到 一 种 复杂 的 泛 函 关系 ,而 在 本 章 中 ,我 们 没有 采用 
积分 方程 的 方法 ,主要 使 用 解析 函数 的 间断 Riemann-Hilbert 边 值 
问题 解 药 存在 唯一 性 结果 ( 见 本 章 $ 1 ,一 阶 双 曲 型 复方 程 的 理论 
〈 见 第 五 章 和 3) 以 及 一 阶 檐 圆 型 复方 程 的 理论 5 见 第 一 章 8 1), 导 
出 了 较 一 般 的 二 阶 手 合 型 方程 频 为 广泛 的 边 值 癌 题解 的 存在 唯一 
性 ,包含 了 前 述 Bitsadze 的 结果 作为 待 殊 的 情形 . 从 中 可 以 看 出 : 
用 复 分 析 方法 处 理 混合 型 方程 边 值 问 题 的 优越 性 . 


$1. PERT eR ACAD Tel Riemann-Hilbert 边 值 问题 


这 里 主要 建立 单位 贺 忆 = (lzil<<1 ERO BM E 
Riemann-Hilbert 问题 解 的 积分 表示 式 , 辐 时 给 出 当 标 数 为 非 负 时 
通 解 所 包含 任意 实 常 数 的 个 数 ,以 及 当 标 数 为 负数 时 边 值 问题 的 
可 和 佣 条 件 的 数 上 日 . 对 于 其 它 一 般 单 连 通 区 城 上 的 相应 按 值 问题 ， 
只 要 通过 自 变 量 = 的 一 个 共 形 上 映射 ,也 可 得 到 该 边 值 问题 的 可 解 
性 结果 . 

Hr=t{le|=UARRD MWR. AT LA AREA 
zest He T AE RITA RRA TT e) ,btz)sclz) 为 T= 二 厂 \ 
faye stu) EASES SA PR. ale) OCOD 2, 5° ze 为 第 一 类 间 
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断 点 ,但 当 20’ ez; cle) =0( lzm z| GGl om) 
都 是 适当 小 的 正 数 . 记 Ate =alz)+(z). |aled|+ |6€2)|40. 
不 妨 设 1X4(z) | 二 1,zET' ,还 设 A(z) ECL) lz el 8 
]z 一 +1 Prie EC AbD, 表示 全 上 从 名 RERE 2,41 
的 那 一 段 曲线 ,j 二 1 z= Za ;但 Ti(f=1,*" ;m) 都 不 包含 
端点 ,又 e(0<a<1) 是 一 正常 数 . 

问题 4 求 区 域 D Hier ee 争 (*), 使 它 直到 边界 Tr E 

续 , 旦 适合 间断 Riemann-Hilbert i Ft KF 

Re(ACz) (2) ] = au + bv = c(z) ET’, €1.4) 
这 里 本 (zx) 一 wu(z2) 十 iv(z)ou(z) vDOWNA OCOMED SH. 
我 们 把 cltz) 二 0,zET' 的 问题 4 记 作 问题 Ad. 

PLE SP AL 4 与 问题 4 的 标 数 也 是 Xx) 的 标 数 .用 A 
一 0) ,Xz 十 0) 分 别 表示 = 在 生 上 按 正方 向 而 言 趋 于 = 的 左 极限 
与 右 极限 , 记 

y _ Az; — 0) 7 1 af HS 的 |] 一 至 一 天 


2, #0074 mi LAG; 0) x ” 
K;= [名]+ Footy = OBR, j= Live. (1.2) 
% J, = ORS 0S7, <1 WG J,= Ls —1<7,<0, j= 1 m, HEHE 
=l wes 一 [多 一 z] 
K=4K, +-4+K)= D/2-3] a 


HAHA ASAE ARRI MEADE T LER, K= 
[Ararg4(z)]/2x EEE T AOE r LARA A z 
EFEO. 2) 式 中 可 选取 J, =031, Rem 天 不 是 唯一 的 . 车 
两 种 不 同 的 选取 方法 ,使 得 问题 4 的 解 有 (z) 在 间断 点 = 附近 具 
有 高 低 不 同 的 奇 性 ,而 J 二 1 时 的 奇 性 要 高 于 J 一 0 时 的 奇 性 ,这 
GMAW RM. Sj Sm. 我 们 设 BHEL j=l ,m, 在 此 条 
件 下 ,可 要 求 问题 4 的 解 OL) z 附近 满足 

P(x) = o{|z — z7), 
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[8 tr 7%, ORB, < 0,8, > I%I, 
0 = (1. 4) 


ZI #72247; < 0,8, < Y lef = lem 
Eie rl <a) BIER DA IER. 

EP (139517) P., Kit T A oT ew BE D 上 的 间断 
Riemann-Hilbert {AR ZEBRA PHM c(z}) 在 边界 
r 荆 除 了 有 限 个 第 一 类 间断 点 外 均 Helder 连续 的 条 件 下 ,证 明了 
该 边 值 向 题 的 通 解 当 标 数 KOM a A 2K+ I FERRER. TS 
K<0 时 ,该 边 什 向 题 有 一 2K 一 1 个 可 解 条 件 , 特 别 当 二 一 去 时 ， 
此 边 值 何 题 存在 唯一 解 . 本 节 中 ,并 不 限制 边界 条 件 (1. 1) 中 的 
COAL nese, 为 第 一 类 辣 断 点 ,而 是 允许 有 不 高 于 A 级 奇 
HBe =0C|z—2;| 8) j=l. ,ms 这 是 后 面 各 节 讨 论 问题 时 
所 需要 的 ,我 们 不 仅 给 出 解析 函数 问题 4 完整 的 可 解 性 结 昌 ,而 
且 还 给 出 了 调和 也 数 余 微 商 边 值 问题 的 解 . 

现在 先 考虑 齐 次 边 值 向 题 4。， 作 函数 的 变换 


W(x) = BH Az) = f eae 5D 


RPGS 22) 如 (1.2? 中 所 述 , 可 把 问题 4 的 解 tz) 所 适 
合 的 边界 条 件 
Re[A(z)®,(z)] = 0,2E I" (1. 6) 
转化 为 解析 函数 V2) =O, (2) /T (Cz) 所 适合 的 边界 条 件 
Re[AG@)¥,(z) ] = 0,A(z) = AD) e T*, 1.7) 
我 们 把 求解 析 范 教 适 合 以 上 边界 条 件 的 边 值 问题 记 作 问题 A; ， 
而 


A(z, — 0) _ Mz, — abe 一 2) — Alz; 一 0) ix, =+1 
Alz 十 0) ACz, AHO Ae +0) , 
(1. 8) 
而 A(z) 在 上 的 标 数 为 
i Nip 
K = 其 ArargA(z) = Ee + | 3 Ks (1.9) 


这 也 是 问题 A, 与 AGE EHR. MP A , 当 2K 是 偶数 
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时 ,只 要 在 三" 的 一 些 边界 分 支 I, 上 改变 ACz) 的 符号 , 即 把 它 的 
幅 角 增加 x, 则 所 得 的 新 函数 A’ (z) 在 卫 上 连续 ,而 标 数 仍 是 天 ， 
又 当 2KK 是 奇数 时 , 先 将 边界 条 件 (1. OMAR 


Re[ AG) — 24) Fete) 


|= 0,z EI:, 


BB nE Ll nrs sen 这样 一 来 ,也 可 对 Az) (z 一 20)/1z 一 
zo| 作 如 前 的 处 理 , 使 得 新 的 函数 4"(z) 在 卫 上 连续 ,而 其 标 数 天 - 
二 太一 1/2 是 整数 .其 次 ,我 们 要 求 出 适合 齐 次 边界 条 件 
Ref A (2 Pe e) =n Er, (1. 10) 
的 一 个 非 零 解 
We Cz) = jzt*les®. (1.11) 
E PEK]ER K HERED soo BEE D A RRR. 
合 边界 条 件 
ReS(z) = argA'(z)Ez E T, ImS(0) = 0, (1.12) 
于 是 解析 函数 问题 A RAM TRAWE 
We (z) , 当 2K ABR, 
Pa) = 化 Dat (2), 当 2kK 是 奇数 ， Ol? 
又 问题 h 具 有形 如 下 的 非 零 解 ( 称 为 标准 解 》 
ick (ze , 当 2K 是 偶数 ， 
iale — 鸭 ) 开 (=)est5 , 当 2K 是 奇数 ， 
(1.14) 
当 KO.X(2)U 2e=ON LKIRS A. M4 KOM, X (2) z=0 
HICK] RRE, 242K 是 奇数 时 ,X(z) 以 z= 二 0 为 一 级 零点 ， 由 
于 Xkz) 适 全 齐 次 边界 条 件 (1. 6), 容 易 看 出 ; i 4xz) 久 (z) 是 边界 古 
上 的 宕 值 函数 ,将 此 函数 除 以 边界 条 件 (1, 1) ,可 得 


piz) ciz} _ Aleck) 
Rel a) ] ~ FACzX(z) iX(z) 


对 于 单位 图 DAB RT RR B(x)/iX(z) 具 有 以 上 间断 边界 值 的 
间 题 , 仍 有 相应 的 Schwarz 公式 ， 
> 260+ 


Xie) = Hl) = { 


»zEk*. (1.15) 


一 7 


Piz) 1 (t + 2A e@) Q(z) 
iX(z) zl dt |; 


Bp 


KDS a +AU) 
G2) = 全 各 [ a +], (1. 16) 


当 标 数 K>ott HPABRWOAABA 


(K] 0, 当 2K 是 偶数 ， 
=; “| yf a. pi 
Q(z) = Dyer +c +t ae 2K 是 奇数 ， 


(1. 17) 
这 里 之 , ,co 都 是 任意 实 常 数 ,ci( 一 1,…,[K]) 都 是 任意 复 常 数 ， 
由 此 可 看 出 通 解 下 (x 包含 有 2 下 十 1 个 任 富 实 常数 应 当 提 及 : 当 
2K 是 奇数 时 , (1. 16) 被 积 函 数 中 包含 有 17LG 一 z) (1 一 z0)]= 
[1/t—2) 一 1/G 一 z0)]/(z 一 zo0) ,其 中 的 积分 应 理解 为 在 Cauchy 
主 值 意义 下 两 个 积分 之 差 . 当 标 教 天 <0 时 ,要 取 (1. 16) 中 的 
f = 0,4 2K 是 偶数 ， 
Q(z) = 


(1. 18) 
c. DHE wy OK 是 奇数 ， 


由 于 此 时 六 (z) 以 z=0 为 |[K]| 级 极点 ,而 必须 使 (1.16)L ] 中 的 
函数 在 z= 二 0 至 少 有 |[K]| 级 零点 ,注意 到 


tzIACc() a 十 三 

| (ft — HX) dt +c. Z—2 
_ fF U+2/taA@e@ 1+ 2/2 
=Í, G4 — 2£f/tiXte) di+e. 1 — zf zo 


57 2 ys A@Me) SZ yi 
= BE + 2D] vay te.[1+ 25] 


_ f Awe ` AC c(t) an 
=|. axa tte +22 erro +: 


(1.19) 
如 果 


«261° 


A(te(t) 
Í. Xa ATO 
poles, — KC= K Js 2K , 
j [LK ]|).%4 2K 是 偶数 (1.20) 
r XOY ™ T 


j = lee [~ K] 十 1(= IEK]I). 24 2K 是 奇数 ， 
HZ 01.160 ] 中 的 函数 在 z==0 有 |[ 尺 | 级 零点 ,而 (1. 16) 中 的 函 
数 B(z} 可 在 <==0 解 析 ， MAC. 20) h K 是 奇数 时 ,c, = 


— | MORO ae 是 一 确定 的 实数 , 即 j 一 1 时 可 不 作为 可 解 条 件 ， 


这 样 不 论 2K 是 偶数 或 奇数 ,当下 之 0 时 ,问题 4 窜 有 一 2 玉 一 1 个 
可 解 条 件 , 我 们 可 把 以 上 结果 写成 一 个 定理 . 

定理 1. 1 对 于 单位 加 D 内 解析 汪 数 的 前 述 间 源 Riemann- 
Hilbert 边 值 问题 4 . 

《1) 当 标 数 Kon. Hi SC) AA. 16)... 17) 的 形式 ， 
它 包含 有 2 长 十 1 个 任意 实 常数 ， 

(2) 当 标 数 外 过 0 时 ,问题 4 具有 一 2 玉 一 1 个 可 解 条 件 , 如 
(1. 20) 中 所 示 , 当 这 些 条 件 满 足 时 ,其 解 更 (z? 具 有 形式 


— Xiz)! CJA Jdt c, 
P) = xi (f, Xa — zy EN + Cza 一 fea | 
(1.21) 
这 里 cc. 是 一 实 常 数 , 可 写成 
f AW ec) 
c, = r Xor t. C1. 22) 


根据 [105]1) 或 [139117), 从 以 上 问题 4 解 的 表示 式 (1. 16), 
(1. 21), 可 以 导 册 其 解囊 (z) 在 间断 点 zj(=1,…,m) 附 近 满 足 
(1.4) 式 ,而 多 (Cz) 的 积分 | wc)dz 均 在 间断 点 gist ,zs 附近 是 有 
界 的 . 叉车 边界 条 件 (1. 1) 中 的 cz) 以 = 为 第 一 类 间断 点 ,那么 当 
¥,>00,=0), MUM (2) 2 D= DMa srn) Ez, 的 附近 有 界 ， 
MERRER DOT D'E z 的 附近 ,有 
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{0 [z — 2,|7),247%,<00,= 1, . 
Bz) = j= lym. 
O cin |z 一 zp Y; = Dad; = ĵ, 

(1. 23) 
但 @(z) 的 积分 [owas ED LAR. 


其 次 ,我 们 考 虚 单位 贺 DD 内 的 调和 函数 的 斜 微 商 边 值 问题 ， 
即 

问题 P RRR DARAMA Ue) HED LER 
$ ae) =U, 适合 边界 条 件 (1. D, ABR OC) EMA z; 附近 
满足 条 件 (1. 4), 17(0) 一 如 ,这 里 乌 是 一 实 常 数 . 

我 们 可 先 求 适合 边界 条 件 (1. DAR RK Oe), MHI. 1 
中 所 述 ,然后 求 出 函数 


Ulz) = 2Re| Bydz + by. (1.24) 
o 


易 知 它 是 区 域 刀 内 的 调和 函数 , 即 UL=—O.—0,26 D. 这 样 , 便 得 
如 下 结果 . 

定理 1. 2 ”对 于 单位 加 DD 内 调和 画 数 的 斜 微 商 边 值 问题 P. 

(ti) 当 标 数 天 之 0, 其 通 解 避 (=)? 具 有 形 如 (1. 24), (1. 16), 
(1.17) 的 表示 式 , 它 包含 有 2K 十 1 个 任意 实 常数 . 

(2) 当 处 <<0, 间 题 P 具 有 一 2K 一 1 个 可 解 条 件 , 当 这 些 条 件 满 
Eti, HRU EAC. 24) ,01.21),(1. 22) 的 形式 . 

至 于 较 一 般 的 单 连通 区 域 A, 只 要 通过 把 此 区 域 共 形 映射 到 
单位 圆 马 , 那 么 便 可 得 到 一 般 区 域 A LAA RHR A A a 
BY 

Æ t Pie Ee AS ee a e+ FT 2 BE BF Riemann- 
Hilbert 边 值 向 题解 的 积分 表示 式 ( 定 理 1. 1), 这 是 单位 贺 上 
Keldych-Sedov 公式 的 推广 , 正 是 由 于 有 了 解析 函数 这 样 一 般 的 
公式 ,使 得 我 们 有 可 能 去 解决 一 阶 混合 型 复方 程 的 间断 Riemann- 
Hilbert 边 值 问题 ,进而 又 去 证 明 二 阶 混合 型 方程 的 斜 微 商 边 值 问 
题 的 唯一 可 解 性 ,并 能 对 边 值 问 题解 的 正则 性 和 奇异 性 给 出 更 精 
确 的 估计 ， 
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§ 2. 一 阶 . 二 阶 线性 混合 型 (椭圆 - 双 曲 型 ) 
方程 的 边 值 问题 


本 节 只 讨论 最 简单 的 一 阶 滥 合 型 复方 程 (方程 组 的 复 形 式 ) 与 
二 阶 混合 型 方程 . 我 们 先 证 明 一 阶 混合 型 复方 程 的 Riemann- 
Hilbert 边 值 问题 解 的 唯一 性 ,然后 使 用 8$81 中 关于 解析 函数 间 斯 
Riemann-Hilbert 问题 的 结果 证 明 上 述 边 值 问题 解 的 存在 性 ,进而 
叉 导 出 二 阶 混合 型 方程 斜 微 商 边 值 问 题 的 可 解 性 . 


1. 一 阶 混合 型 复方 程 的 Riemann-Hil bert 边 值 问题 


iD EMAC LU 9D 一 TU 为 边界 的 有 界 单 连通 区 域 ， 
此 处 PCf3y2>0)) 和 EC 是 上 半 平 面 内 以 z=0,2 为 两 端点 的 一 条 
曲线 LHL, Ul. L=t{r= —y.0S7<1}.lo={r=yt2 17S 
2}.i¢ Di= DN {y>0}.De= DN (y<0} AR znl 不 失 一 般 
性 ,可 以 认为 卫 是 半圆 周 {|z 一 1 一 1,3y>>0) ,因为 否则 ,通过 * 的 
一 个 共 形 映射 , 便 可 达到 上 述 要 求 , 

我 们 考虑 一 阶 线性 混合 型 方程 组 

f — v, = , 
z€ D, (2.1) 
v, 十 sgnya, = 0, 
它 的 复 形 式 就 是 下 面 的 一 阶 混 合 型 复方 程 
(207, = 0, z€ Ds 
1 (2. 2) 
w= 0, z €E D, 
这 里 
w = u + ivez = z + iy, wW, 一 iw, + iw,], 


1 _ 
waa ale, — w]. 
复方 程 (2. 2) 在 区 域 D 上 的 Riemann-Hilbert 7 {8 [a] Bl aT 
述 如 下 : 
问题 4 求 复 方程 (2. DE D 二 DD\{0,2} 上 的 连续 解 w(z)， 
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使 它 适合 边界 条 件 


RefA(z)w(z) | = rlz), zET, (2.3) 
Refi(z)w(2)] = rl), EL, = 12), 
Im[ AG, wle) ] = h, (2.4) 


其 中 A(z) ale) tible), [ACz) (=1,2E TUL G12), ER 
常数 ,而 4(z) ,rcz) ORE 
CLADE] S kos Core) TS 
CLA) Lj] Sk Cir) LISk RESE TANET 
alz) Æ bz), z E Ly, Bale) A— ble), z E Ty, (2.5) 

此 处 Oelk k MEERA. 为 了 讨论 方便 ,我 们 可 设 
w2)=0,. AABN, Bile eR w(z) Aled ire H], 
便 可 达到 上 述 要 求 ， 还 要 提 及 :我 们 要 求 所 求 出 的 解 wz) 在 x 二 
2,0 于 DD\{0,2} 的 邻 域内 有 界 或 积分 有 界 ( 见 前 面 $ 1 中 的 定理 1. 
1). Misi EHHE al), ale), be), COBHAM z Hm 
Alx) alr) d(2),rlz). 

具有 条 件 (2) =0,2EFTUL CR L) ,5 一 0 的 问题 4 RA 
MA 我 们 考虑 在 DHAR 3D, 上 的 指数 


K= 3(K +K), (2.6) 
也 是 问题 4 与 问题 4, 的 指数 ,其 中 
K,;= [2] J 二 0 或 1， 


Li 


这 里 1 一 2,=0,AC0) 一 (1 一 上 /V2 ,2€ [0,2], AW = Ai 
¥2.¢€ (0,2), if At 一 0) 二 A(fs 二 0) 一 expC7ri/4) 或 explrif 
4) ,本 节 中 仅 讨论 长 二 《KK 十 Ks}/2 二 一 112 的 情形 ,并 选取 7 之 0， 
2¥,<01 RR Y.>>0,—27, <1. 

下 面 , 我 们 先 来 证 明 关于 何 题 4 解 前 唯一 性 定理 . 

定理 2.1 复方 程 (2, 2) 的 问题 4 至 多 有 一 个 解 . 
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证 设 w(s) ,zwzlz) 是 复方 程 (2.2) 之 问题 A AAR, Aa 
wt(z) 一 wi(z) 一 ws(z) 是 (2.2) 之 疝 题 4 的 一 个 解 ,适合 如 下 的 边 
RRF: 


Re[A(jwiz)] = 0, xz ET, (2.8) 
Re[A(zjw(z)] = 0,2 E LG = 1 R 2) Im AG drw(a)] = 0. 
(2.9) 


由 于 在 双 曲 区 域 D, 内 的 复方 程 (2. 2) 可 转化 为 
E = 0,4, = 0, (2. 10) 
这 里 p=2t+ywH—2—y.€=utv,7=u—v. 因此 方程 组 (2. 10) 的 
通 解 可 表示 成 
=wto= fi = /rT gu v= gl) = gir y). E 
u = [fir + y) + glr — y) ]/2, 
v = [fir + y) — glr — y) ]/2. (2.41) 
此 处 $C). g FEO, 2] KAS PEP ESE OY Bk os RL. 注意 到 边界 条 件 
(2.9) ,我 们 有 
au + bv = 0,2 € Li IÈ La, [av — buj|,,, = 0, 
即 
Fale) + (2) FOO) + Cale) — de) ]Jg (2x) = 0,2 € [0,1] 
或 
[akz) + (x) ]f(2z — 2) + [a(x — b(2) ]g(2) 一 0， 
z € [1:2]. (2.12) 
wlad = 0 [u + vl = A00) = 0, 或 [x vl = (2) 一 0， 
上 式 中 的 第 二 式 可 改写 成 
Lalt/2) + 2227]FCO) 十 Latt/2) — 6/2) Jett) = 0, 
f(0) = gG) = 0 
或 
[Catt/2 十 1) + Bf2 + D]e 十 
Late/2 + 1) — blr/2 + 1)Je(2) 一 0， 
g(2) = fa) = 0, 4 € [0,2], - (2.13) 
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这 样 一 来 ,(2. 11) 中 所 示 的 解 可 写成 
u=v= Fhe + yee — 9) =0 

或 
u =— v = Tea- 9). flat 9) =o, (2.14) 


On R acr) blr) A0, zE 10,1] ale) +h(r)X0.7E [1,2]. = 
别 地 有 


utr,0) = ar;0) = HOE € [0.2] 
或 
u(r.0) =—v(z,0) = Legla) „z € [0,2]. (2.15) 


其 次 ,由 于 A0 =Onk ¢(2)=0, A. 15) 便 得 
u(z,0} — v(x,0) = 0, Bp Reli + Dwr) ] = 0,2 € [0,2] 
或 
ulz, + viz; = 0, 
即 
ReL(1 ~ Dwlr)y] = 0, x € [0,21. (2. 16) 
REL. LPF K=— 1/2 we) =0,2ED,. FB 
A 
xy) 十 Try) = Rel] — i wtr)] 
= f(r 二 +y =0, gry =0,， 
或 
ary) — olz, y) = Rel] + Dwl] 
=ga—y) =0, fl +y) = 0, (2.17) 
这 里 使 用 了 解 wtz) =u y) twla EKR D AREA, A 
此 
wilr) = w lz) — urte) = 0,2 € Da. (2. 18) 
这 就 证 明 复方 程 (2. 2) 问 题 4 解 的 唯一 性 . 
下 面 我 们 来 证 明 复方 程 (2. 2) 问 题 4 解 的 存在 性 . 
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定理 2. 2 复方 程 (2.2) 的 问题 4 具有 一 个 解 . 
证 如 (2,11) 式 中 所 示 , 复 方程 (2. DE Ds 内 的 通 解 可 表示 
成 
u(zsy) = [fir + y) + gla — y) 2. 
vay = [fir + y — gr — V2, 
Bf 
wd = [0 +D a t y t U S Dg o yd/2, 
(2,19) 
其 中 Og TAA ,注意 到 边界 条 件 
C2. 4) ,我 们 有 
au + bu = rlz), z € L, RL, 
即 
Catz) + d(x) FOO) 十 [etr) — blr) gaz) 
= 2r(z), r € [0,1], /(0) = 0 
或 
Catz) HED] Or — 2) + Lala) — blr) Jg (2) 
= rlr), x € [1,2] z2) = 0. (2. 20) 
上 式 的 第 二 式 可 改写 成 
[ats/2) — BOG/2) ete) = 2rGe/2),¢ E [0,2] 


或 

Fatt/2 © 1) + bG/2 + DIO = 2/2 + Dt € [0,2]. 

(2. 21) 
因此 在 (2. 19? 中 所 示 的 解 可 表示 成 
1 ar((x — y)/2) 
wry) = Efe tp + ae 5] 
„p= Ifs 2 
uay = 3[f@ t+» eo heap | 


或 


u(xry) = Heu — y) 
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ar((a + ¥)/2 + 1) |. 
+ oe + y/2 + 13 + bCCr + yD/2 +1) 


去 [一 glr CO— y) 


arCa + y)/2 + 1} 
+ iG + 9/2 +1) + BCC + 9/241) 
当 alr)— bir) #0, rE (0,11 alz) +blr) 0,1€ [1,2]. 特别 
地 有 


wary) 一 


} (2.22) 


ife — 2x2) 

fr | 
vtr,0) = 9 le atx/2) 一 5a] |? 
或 

ai O ræt 

if — vat 
v(x,0) 一 了 [ EO + TGR + D +ba/2+ 5l 

zE [0,2] (2. 23) 
从 以 上 公式 可 导出 
Or(x/2) 


u(x,0) — víz, 0) = zr € [0,2] 


alx/2) — bCr/2)’ 
或 


u({z,0) + vl7.0) = arta/2 + 1) yr € [0,2] 


a(zx/2-+1) + 662/241 


(2. 24) 
也 就 是 
RelQ1 十 Drwtr)j = sir) = sap ee € [9,2] 
或 
Rel (1 — Dwr) ] = s(x) = zy 
xE [0,2] (2.25) 


4 alr)— btr) £0, rE (0,1), Bae +o(7)40,.27E[1,2]. Bh 
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在 ,我 们 求 出 一 个 把 椭 回 区 域 DFR Bl AeA A= {| o1<1} 
Py AY FT HT RS C= F(z) ,使 它 分 别 把 三 个 边界 点 xz 二 0,1,2 变 
到 6 二 一 1, 一 i,1, 不 难 求 出 这 个 单 叶 解 析 函 数 &(zx) 及 其 反 函 数 
xz( 纪 的 初等 函数 表示 式 : 


— 2 一 一 
ra = Ao awd = 2) +1 


"Gd —2) +20 —2) 410’ 
z(f) = 1 + pnl +i — Y201 — 03). 


并 且 可 看 出 : 
AZOLE, =o), 


i—i 
Fe Er = i =, an}, 
AQ) = ale(E] = gE {|| x< argi < 2r} 


l+: 
’ Py 
或 一 一 TF ge 


(2. 26) 
在 单位 圆周 A= iE FAAP A oO =1.6.—=—-1,3¢8 
《2.6),(2.7) 中 所 述 ,4( 纪 在 aA 上 的 指数 天 与 1z) 在 3Di 上 的 指 


数 相同 , 均 为 太一 一 六 ,因此 根据 定理 1. 1 中 关于 标 数 天 一 一 1/2 


的 结果 ,解析 函数 带 有 边界 条 件 


Re[ AOW CO] = RY en ER. (2.27) 
e = = 。 
sz 1/42 fo €E Pr, 


的 间断 Riemann-Hilbert 边 值 问题 在 A 内 具有 叭 一 解 WD), ,此 解 
可 由 以 下 积分 表示 : 


xe (t+ DAWRG) 
Wo) = oni i8 | @— DXG) 


dt +e tte A, 
(2. 28) 
其 中 
XG) = HOE UD LI) = E e+ 1)" 


_ f ARU) 
[£ | me 1 Xau 


dt, (2.29) 


而 $( 幻 是 A 内 的 一 个 解析 函数 ,适合 边界 条 件 

Re[ SC2)] = arg[A (27, i] = 1,.Im[(S(0)] = 0. 
这 里 (j=1;2) 是 如 (2.7) 中 所 示 的 两 个 实 常 数 ,而 和 且 A= 
XADHODG 一 站 /|t 一 14. MiB BR WO 1.5 = 
一 1 附近 的 有 界 性 视 (2.7) 中 的 J 二 0,7; 汪 0 面 定 ,其 余 情形 为 积分 
ER. 这 样 ,我 们 使 得 复方 程 (2. DAB 4 的 解 w(z) 具 有 形 如 下 
的 表示 式 ， 
wlz) = wlz) + ADY) + Bs 

yee E D\{0,2}> 


FLU + asa +») + a-ö 


ar((z — y)/2) a 
De) =% alr — y2) — blr 一 sy ha 


ya —De@—-y tata 


aria + y)/2 +1) 
X Gat y)/2 + D + Ellar + yet gh EP» 


(2. 30) 
eh WOM. 28) 式 所 未, 而 从 (2. 22) BY a Cr t+ y) = Ref C1 — 
OW (taty)]) Kr +y, Re g(a—y) =Re( + aw leie— 
yl}, OSr—yR2. 


2. 二 阶 混合 型 方程 的 斜 微 商 边 值 问题 


7E(23]1>41,A. V. Bitsadze 研究 了 二 阶 混合 型 方程 
U. + sgnyU,, = OT1Yy) © D, (2,31) 
带 有 边界 条 件 
Uiz) = @2),2€ CU LG = 1 2) (2. 32) 
Z Dirichlet 边 值 问题 (或 Tricomi 问题 ,简称 问题 D) fe 5 FF EE 
一 性 ,此 处 我 们 讨论 二 阶 混合 型 方程 (2. 3D 7E D 上 的 斜 微 商 边 值 
问题 . 方程 (2. $1) 的 复 形式 为 
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(2. 33) 


Ua = O,z E€ D,, 


EPU: =U iE WU. Ue r =a = l, iw] M w 
一 阶 复方 程 
w =0,2 6 D, 
pr -0 z€ D., (2.34) 
问题 P 求 方程 (2, 31) 或 (2. 33) 在 闭 区 域 万 上 的 连续 解 
Uz) ,使 它 对 z 的 偏 微 商 在 D = 万 \{0,2} 上 连续 , 且 适 合 边 界 条 
ff 


a = 2r(z), Bl Re[AC2vU,] = r(x), 2 ET, 

U C25) = bas z =0 2, 

1 au (2. 35) 
2 37 = RelA] = rle), z E L Klas 


Im[A(2)U; h-s, = bi , 


其 中 ! WOR CULA=1R2) LA ze 的 一 个 方向 ,4Kz) 一 a(s) 十 而 
(z) =cos@, r) Ficos(, y), FHIR cE 5 = 撕 元 (7 一 1 或 2) 而 
E bobi ORE HM MT A), rtz), 满足 (2.5) 中 的 条 件 , |< 


如 ,这 里 我 们 仍 设 4(z)? 的 指数 KK 二 一 去, 如 (2， 6),f2.7) 所 示 , 并 选 
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RY, > 0, — 27,1 r>, -27,<1,m Ut 2 RUE 
fal =I KJEDER FR AS C2. 7) F 
J,=0.7,>0-53 5M. . 
我 们 先 来 说 明 方 程 (2. 33) 的 问题 D 是 问题 P 的 一 个 特殊 情 
w = u + iv = U,, u =U,/2,¥>—U,/2,2€D. 
(2. 36) 
不 难看 出 ;方程 (2. 33) 的 问题 P 等 价 于 复方 程 (2, 2) 带 有 以 下 条 
件 的 Riemann-Hilbert 边 值 向 题 ( 问 题 A); 
RefAtz)w(z) | = rls), z ET, 
Re[AG@) wiz)] = rie) € Li $ Li Ima) wE] = 6, 


Uiz) = 2Re| wipdz hsz € D. (2. 37) 


特别 对 于 问题 号 ,其 中 Alz) riz) 2D sh A 
ilz — 1),0= argiz — 1) z ED, 
ae 


i 1 十 上 
一 一 一 ， Lis "I E la, 
za 或 地, 2 


Pas zrET, 
(0 一 1 P rE LRE Ly, 


V2 V2 
1+i 


ULC |- f. — 
VE O” SZ 


b = Im] = 0 


cme 


或 
1-3 
b = Im| Te 
此 处 a=1/ V Z Hb6=—1/ 42, 2EL, Ma=l/ V2 4—-b=—-1 
(72, EL. PATH . RE RE C2. 35) 中 ,用 
RelA, l=r(2) ER BAB Ba RelAG@IU J=r(z) cE LIL 或 Ly, 
那么 问题 P 不 能 包含 问题 D 作为 特殊 情形 .至 于 问题 D EH 
Rit DD 的 边界 3D, 上 的 指数 天 = 一 1/2， WO FRR: 根据 
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Væ) |= 036, 一 Pz) + (2, 38) 


(2. 38) ,问题 D 在 9D, 上 的 边界 条 件 为 
Re[itz 一 1)zofz)] = rtz) = %, cer, 


Re| Fw) |= s(x) = eD, x € (0,2) 


或 


了 一 | "(2/2 +1) 
Re| zf l- = Pireti, 12). 
e > x s(x) a x E (0,2) 


而 ADER ID EAEAN At = 2520, H 
Att, + 0) 一 ernie ACL, — 0) 一 en, 
AG, — 0) = AG, + 0) = e™ 


或 
A(t; 一 0 一 Ai 十 0) 一 er 
AG, — 0) _ Sm/ __ AG, — 0) _ mjs oii 
AG, FO) Te "AG, foe Te 
或 
At — 0) _ nf4 a P AQ, — 0) _ —Sm/4 — Wf 
IG, Loy TO FO ap Tee 
为 了 使 得 方程 (2. 33) 的 问题 D 只 有 一 个 解 , 需 要 选取 
H og- 5 gnl 
-1<7n= -K =- -pst <o, 
0<%,- 2 Kp=4<1 
或 
o<y=%-K, <i, 
—1<% = #—K,=—3-(~-1)=-F<o 
因而 
K, 一 一 1,4, = 0,K = (K, + K,)/2 一 一 172， 
或 
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K, = 0,K,=— 1,K = (K, + K,)/2 =— 1/2, 
在 这 种 情形 下 .相应 于 复方 程 (2. 2) 之 问题 4 的 解 w(z) 在 Di\{0， 
2} 上 是 连续 的 ,对 后 一 种 情形 ,此 解 wz) 在 二 一 2 附近 有 界 , 而 在 
ts 二 0 附近 积分 有 和 界 ,或 者 对 前 一 种 情形 ,此 解 ww(z) 在 与 三 2 附近 积 
分 有 界 , 而 在 t==0 附 近 有 界 ， 如 果 我 们 要 使 此 解 wl) E DMO, 
2} 上 均 有 界 ,需要 选取 AOE 3D 的 指数 天 = 一 1, 此 时 相应 的 边 
值 问 题 有 一 个 可 解 条 件 . 

现在 ,我 们 由 前 面 所 得 的 定理 2. 2, 可 求 得 方程 (2 2? 问 题 4 
的 解 wtz) ,如 (2. 30) 式 所 示 , 然 后 将 wlz) 代 入 (2, 37), 便 得 方程 
(2.33) 问 题 P 的 解 U(z). 特别 ,方程 (2. 31) 或 (2. 33) 的 问题 口 在 
万 上 具有 连续 解 UCz) ,可 表示 成 


2Re| wl2jdz + p20) ,2 € D, 
U(z) = > (2.39) 
2Re| w(z)dz + 2,12 € Dr, 
此 处 第 二 个 积分 的 积分 路 线 可 仿 第 五 音 (4. 24) 那 样 选取 ,又 
wz) = (2) +a yp C1/ VZ, zED', Ma) = wee 
WE) ],2ED\(0,2}, 
Ha-ofatytat E22] x 


wlz) = 1 Cet y)/B41) (2. 40) 
=] (+Agle— ape EED], 
Al ig\zr2—y £ F 


zED., 

HP WMO. DAPR M ACz) or (2) 5, M02, 38) BAR fe 
+y) =Relt1-HYWEGH+ YD), str— y= Re C1 +8) 
WEG—y)]. 

我 们 把 上 述 所 得 的 结果 写成 以 下 定理 . 

定理 2.3 方程 (2. 31) 或 复方 程 (2, 33) 的 问题 PP 具 有 形 如 
{2. 37) ,2. 30) 的 唯一 解 ， 特 别 (2. 31) 的 问题 DD 具有 形 如 (2. 39), 
(2. 40) 的 解 . 
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最 后 ,我 们 提 及 :如 果 指 数 K 是 任 一 偶 整 数 或 2K (天 一 1 是 
任 一 奇 整 数 ,那么 也 可 获得 复方 程 (2. 2) 的 Riemann-Hilbert 边 值 
问题 及 方程 (2, 31) 的 斜 微 商 近 值 问题 的 可 解 性 结果 ,但 一 般 地 说 ， 
当 指 数 天 委 一 1, 这 些 边 值 问题 具 有 一 些 可 解 条 件 ,而 当 天 之 0, 这 
些 边 值 问题 的 解 是 不 唯一 的 ,对 于 六 一 0 时 的 问题 D 也 是 这 样 . 

此 外 ,我 们 还 可 把 [23j1) 中 关于 二 阶 混 合 型 方程 在 二 连通 区 
域 上 的 Dirichlet 边 值 问题 的 结果 推进 到 和 余 微 商 边 值 辣 题 上 去 ,并 
且 也 能 获得 间断 斜 微 商 边 值 疝 题 的 可 解 性 结果 . 


§ 3. 一 阶 拟 线 性 混合 型 (椭圆 - 双 曲 型 ) 
复方 程 的 边 值 问题 


本 节 中 ,我 们 主要 讨论 一 阶 拟 线性 狐 合 型 (椭圆 - 双 曲 型 ) 复 方 
程 在 单 连通 区 域 上 的 Riemann-Hilbert 边 值 问题 . 我 们 先 给 出 这 
种 边 值 问题 解 的 表示 式 与 存在 唯一 性 定理 ,然后 给 出 解 的 先 验 估 
计 式 ,最 后 介绍 在 较 一 般 区 域 上 这 种 达 值 问题 的 可 和 解 性 结果 . 


1. 一 阶 所 线性 混合 型 复方 程 Riemann-Hilbert 边 值 问 题 的 提 
出 


设 品 是 复 平面 C 上 以 人 UL 为 边界 的 有 界 单 连通 区 域 ,其 中 
P={le-1|=1,9220} L= L UL. a= {r= y Srl}, 
(r=y +2 Sr) D =D) (y>0}D,= DN yak aS 
i. 

我 们 考虑 一 阶 氢 线 性 混合 型 (椭圆 - 双 曲 型 ) 方 程 组 

u, — v, = au + tut f, 
f + sgnyu, = cu + du + g, 
此 处 abiood fog 都 是 (x,y)(ED) ,u,v(E 民 ) 的 已 知 范 数 ,其 复 
形式 为 以 下 的 复方 程 


r+iy€D, (3. 1) 


f 
i”: 六 Few), 
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D 
F = A (2.w)w + A ziw + Alz w) E int 
2 


(3. 2) 
这 里 
w = u + ivaz = x + iy, 


w, = 5[w, + iw, hur = Liw, 一 rw, ], 


A, = [a + ib + ic + d]/4, 
A, = [a — ib + ic — d]/4,A, = [f + igj/2. 
假设 复方 程 (3. 2 满足 以 下 条 件 , 即 
FEC 174,(zzo)(7 一 1,2,3) 对 万 一 万 \Z0Z= 10,z 一 ?一 
2)Mlat+y=0,2)) KERRIES wl) D ADM. D, 
上 连续 ,又 对 几乎 所 有 的 z€ DKF wECHR. Hi ER 
LLA Di S koj = 1,2, LLA D] S ks (3. 3) 
C[A;.D,] < ksj = 1,2.C[4, 万 ] < k. (3. 4) 
2) 对 于 D ERATE RR w (2). wz), ED LA 
F(z,w,) 一 Flzyw.) = A lz, w sw) (w, — w) 
+ A, (z.w,.w,)(@, 一 BH), (3.5) 
这 里 A, Ce. en) G= 1,278 ee 
LUA D] < k CLAD] < ksj = 1,52, (3. 6) 
此 处 pl >2),2 JERI PAE te FPS. 2) 是 线性 复方 程 时 ， 
条 件 (3. 5) ,{3, 6) 显 然 成 立 ， 
复方 程 (3, DAI Riemann-Hilbert 边 值 问题 可 叙述 如 下 : 
问题 4 求 复方 程 (3. DE D EHER we) ,使 它 适合 边 
界 条 件 


Re[ACzdwiz)] = rl) zE ©, (3. 7) 
Re[ACz) wz) | = rl) E LG = 1 2). Im Az Jere, = b, 
(3.8) 


FAG) =A (2) +4, Car) 2 EC PUL GH 12), [AC llzer 
UL 二 1 或 2) ,又 4(z) ,rtz) a EE 
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CL[ACz) Trj <= hy CL ACz) L] Ea Ros |b, | = Roy 
C. re) TIS Clr) DL] 志和 ,j= 二 1 或 2， 6.9) 


IIÉ Zh |< 2€ r 


这 里 a(O<a<l) sho kE HMR. 
带 有 条 件 As (z1w)=0,2€ DewES (2) = 0,2 ErUL G= 
1 或 2) ,六 一 0 的 问题 4 eres Ay. 数 
= (K, + K,)/2 (3.10) 
称 为 问题 4 与 问题 Ate do 


K= [2]+ JJ; = ORL, 


~ Ab - Oy, _ BF _ a 
en = XG; FO)’ FO) 37; x pf = 142, (3. 13D 


Wah t) =2te=0,AC) =e ee, cE [0,2], 10 AU — OAL, 
十 0 一 er 或 cs, 这 里 仍 如 有 2 中 的 问题 4 那样 只 讨论 K=—1/ 
2 的 情形 ,为 了 讨论 方便 ,可 设 w(z) 一 0, 因 为 否则 ,只 要 作 函 数 的 
变换 W (2) = wl 2) — AC re +, PETAR ER TR 4 的 
H wD E D'E e=1,,0<j< 1) MIA ARMAS A AM J =0.7, 
>oUusjxD SAME. 
设 
e = (1 +)/2.e = A—1/2,%=1,i= v1, 
HU 一 并 十 9 一 和 一 9 一 (4 十 办 /2 人 yy 一 【一切 /2， 
E= u +v, = u — vu = 4+ 9/20 = È P/R, 
(3.12) 
于 是 一 阶 复方 程 (3. 2? 在 双 曲 区 域 De 上 可 写成 
Be, + Me, = [AE + By + Ele, + [CE + Dy + Fle, 
即 
£, = ABI+ED, = CE + D) + Fyz € D, (3.13) 
其 中 


4 一 了 (ce 十 十 c 十 由 ,四 一 二 (ce 一 6 十 < 一 由， 
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C=4@tb-0-d)D=F@—b-c+a), 


E= t+ ek =>—.@). (3.14) 


如 果 要 证 明 复 方程 (3. DE D, 上 的 解 wlz) 满 足 Hilder 连续 的 条 
|A; Ce s) 一 A; Cz sw) | BLlz — z |" + [w — w, |]. 


j= 1:2, 
| Ag (zt) — Aslzorr02) | S kle 一 加 上 十 | 一 w|], 
R12, [3 D,, 《3， 15) 


这 里 aLa] kok REFRAKA RIER C 与 (3. 15) fe 
RHR C. 


2. 一 阶 复方 程 (3. DEM 4 解 的 表示 定理 及 其 解 的 存在 唯一 
性 


现在 我 们 先 叙 述 复 方程 (3, DERAZA D Le Riemann- 
Hilbert 边 值 问题 的 结果 ( 见 [140])， 
定理 3. 1 设 一 阶 拟 线性 复方 程 (3. DEKR D EERI 
C MEA WARE. DS 
Re[ACz)wl2)] = slr), Ar) = 1 ~i Ñl +i, 


z € L, = (0,2), CLs(r) Lo] Sh (3. 16) 
HE wl AA RRA 
wz) = Biz + pez E D, (3.17) 


此 处 Imp(2)=0,2=7E€ Ly 又 lz) ede AIK 
Cr 万] + Lig D] S M CLD] + £4 DI<M, 
(3, 18) 
E p YC =min(a,)—2/ pods pol ESA) Mi =M: Chora, karki, 
k DORE RESON OOE D ARR BR. wel BER 
件 
Calw) X (xz) D] S Mk +) (3.19) 
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RE X=, [zt 12 4 ye. X=, |ety—2, | lar—y 
—t, [9524 y<l0,8)=max(— 27;,03)+6.7(j=1,2) M3. LI) PT 
Re AEAEE, BOOP <8) Ma = M1 pros Bko DORME 
非 负 常数 ， 

定理 3.2 设 一 阶 拟 线 性 复方 程 (3. DRERI C UAA 
刀 的 解 wlz} 可 表示 成 

wlz) = wio +W2z), z€ D, (3. 20) 
其 中 wo(z) 是 复方 程 (2.2) 之 问题 4A 的 解 ,如 (2. 30) 式 中 的 wtz) 
所 未 ,W(z) 具 有 形式 
Wz) = wle) — wlz) wle) = Blr) + Plz), 
Pz) = R) + Te. fl) 一 了 /> D, 


V+ ifr 
Wiz) = Piz) + We) Yiz) = tty Bitzid(r— y) 


2 
这 里 Piz) » Pol =) SRE D, 内 FY ET BR HE me 


十 二 二 站 dlr + yz € Dis (3. 21) 
Q 


x g 

A, + A, fw ,w (2) Æ 0, 
giz} = | 

0,wiz) 二 0， 


f= A Pt Ar P+ Anz €E Ds 
gle) = AE + B7 + Eg) = CE + DI +F, ED, 
(3, 22) 
O( 2) ER (2. DE DRR D) PORER AI: 
Re[ACze? Bi] = rlz) — Re[ AO aD ET, 
(3. 23) 
Re[AG) (Sire? + Per] = sr), TE L = (0,2), 
(3. 24) 
Re[ A(x) PCr) ] 一 一 Relin (F(x) — Wr) ], 
Mad 二 1 一 i 或 1 二 i,xE Ly, (3. 25) 
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RefA(z) O(z)] =— RAPD (D].c<EL, j= 1 R2, 
(3. 26) 
Im[ACz, }®(z,)] =— IMAG vz, ], (3. 27) 
其 中 sx) 如 下 面 的 (3, 29) 式 中 所 示 . 

证 从 复方 程 (2. 2) 问 题 4 的 解 ww(z) 的 表示 式 (2. 30) 看 出 ， 

它 满足 估计 式 
Clwt KC) D] = CsrwoX ,Dl + CeolwoX,D,] 

< Milk + &)- (3. 28) 
此 处 Cwo D, ]=Calwt X.D.I+CeLw, X, Di], wi =Re w + 
Im wo te) =Re w — Imus X (2) M03. 19) PIR POCAS), 
(>0),Ms=M,( p84 DMBEIERER. 将 复方 程 (3. DAB 
有 A 在 Di 上 的 解 wtz) 代 入 (3.2), 使 用 C140] 中 第 二 章 的 结果 ,可 求 
得 如 前 所 述 的 函数 p(xz) P(e). 并 将 Ee) = Rewle) +Imw(z), 
g= Rewi) 一 Imw(z) 分 别 代 入 到 C3. 22) 中 ,3 的 位 置 ,可 确 
定 gi (2) ,gztz), 进 而 可 得 (3.21) 中 函数 殖 (z). 仿照 (2. 25), 引 入 
(3. 24) 中 的 函数 ,不 失 一 般 性 ,可 咯 去 其 中 亚 的 项 ,而 得 

(2) = Or(:/2)/[ala/2) — 62/2), 
artas + 1)/Lalz/2 + D + b(x/2 + DJ rE Los 
(3. 29) 

然后 根据 边界 条 件 (3. 23), (3. 24) ,可 求 得 Di 内 的 唯一 解析 函数 
名 (z) 及 复方 程 (2. 2 DAH Ole), BR RBH BMGs), 
2) Bz) H(z) P(e) ifz) 代 和 人 到 (3. 21), 63. 20) , 便 知 其 中 
的 zww(z) 就 是 复方 程 (3. 2) 之 问题 4 的 解 . 

定理 3. 3 在 定理 3.2 相 同 的 条 件 下 ,复方 程 (3, 2) 之 何 题 4 
是 可 解 的 - 

证 首先 ,我 们 使 用 [140] 第 四 章 中 的 方法 , 求 出 复方 程 (3. 2) 
适合 边界 条 件 (3. 7), (3. 16),(3. 20D EMARIA D ER wiz), 
由 定理 3. 1, 可 知 此 解 w(xz) 满 足 估计 式 (3. 19). 然后 ,我 们 来 求 复 
方程 (2. 2) 适 全 边界 条 件 (3.8) 及 以 下 边界 条 性 在 双 曲 区 域 D, 上 
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的 解 ww (2) 

RelA (2) ]=RelAG wz) ], xE Lo=(0,2), (3. 30) 
这 里 和 A(x) 如 (3.16) 中 所 示 , 这 可 如 定理 2. 2 那样 求 得 ,并 可 得 知 
wolz) 满 足 形 如 (3, 28) 的 估计 式 ， 

为 了 用 逐次 和 迭代 法 求 出 复方 程 (3. 2) 之 问题 4 在 D, 上 的 解 . 
我 们 先 把 上 面 求 的 函数 wo (zy 名 (2z) 一 Reruo(z)y 十 Imxoofz) »% Cz) 
二 Rexwo(z) 一 Imvwo(z) 代 入 到 (3. 227) 的 相应 蚁 数 wir) ,ECz) Ce) 
中 ,并 可 确定 其 中 的 g(x) ,gz(z) 与 (3.21) 中 的 多 (zx), 记 作 

gi(z) = Ab, + Bh + E g) = Ch + Dh + F, 


P (z= si gi (z)d(r— y) 


— sfrty 一 
十 al dr + y) ED,, (3D 


然后 求 复方 程 (2. 2) 在 区 域 D, 上 的 解 F(z) ,适合 边界 条 件 

Rel ACD, (2) =— REA CE CT) — WO € Lye 

Re[AG)%, (2)] 一 一 REAGIY, (21,2 E L RL, 

Im [AG D, (2,9) 一 一 IMAG), e], (3. 32) 
记 w (2) = wo) +h Ce) = wy (29 +O, (2) +8, (zx) FE we, Cz) 
满足 估计 式 
名 [rw (2) X (2) DB, =ClE (2) X(z) 万] 十 CUT GX) D SM, 

=M,(poofskiD), ” 《3.33) 
Hab X Cz), Bs k= Choo ky kN (3. 19) 中 所 述 ,Mf, 是 一 非 负 常 数 ， 
其 次 将 所 求 得 的 函数 wW (z) RHE E R E & (2) =Reto, Cz) + Ime, 
Cz), M (2) = Rew, (z) —Imwy, Cz) EA BG. 22) Ft ow, 7 A, 
可 得 时 (=)，88(z) 及 W,(z) FM. 31), (3. 32) 那 样 ,把 Weed 
入 到 (3. 25) — (3. 270 R PCD HME. 类 做 于 前 ,可 求 得 复方 程 
(2.2) F D, EAR C2) IE w 62) = a (2) FW, (2) = w tz) 十 
@,(2) + F(z) ,2E DW (2) =G (I +V (2) ze Dr 依次 类 推 ， 


. FR DERRI W, e) RE 
w,(z) = wie) + W, (2), 


Pz) = [tae + Ba, + Eled(z — y) 


4 [tee + Dy, + Fled(x + y), 


n = 1,25°° .2€ Di» (3. $4) 
其 中 e= (014i 2e, = (1—i)/2. 由 于 


[Cre (2) — weed Xz) S PX + W 2 |X) | 
. Cif cag, + Bp + Elde — y)| 


+ If tce, + Dh + Fide + y|] 
< 4MM,(2M, + 1)(2m + 1)R', 
这 里 Ms = max (| A LIELICRIDI ELIF Hm= 
Cwt OX), D] R =2,M = 1+ 285 (1+ 288) M: H 3. 28) PAY 


常数 ， 又 
wn lz) — w, (2) = Be) 一 (2) + 


a: 


1 ‘| “TA, 一 Es) 十 Ba, — P2) de _ y) + 
2 


1 = if “TCE, — Feo + Ba, — hdr + y), 


n=1,2,+,2€ D, (3. 35) 
并 可 证 :在 DEA 
(Dw, 一 wi (29 |X (x) | 
< [4MM,(2M, + Dm 十 DR Y/n, (3. 36) 
iX HAG max[|A|.1B1,1C], | DIS. 因此 函数 序列 


{w, (2) Xz) 在 D, Ea Bl BR wl X Cx). wld RA 
程 


wlz) =w,(2) + Oe) + LEO cae + By + Eld(r — y) 


+ 1 Tce + Dy+ Flatr + y), (3. 37) 
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且 满 足 估 计 式 
CU wtz) X62) Dy] < ANM + emt DR (3. 38) 
联合 在 证 明 开 始 时 求 得 的 在 D, 上 的 解 , 便 知 w(z) 是 复方 程 (3. 2) 
之 问题 AF D 上 的 解 , 并 知 w(x) 在 D 上 满足 估计 式 
Cl wz) Xz), D] S M, (3. 39) 
此 处 Me= M,C porkoski eke D AG BC0<<B<< 人 6) 都 是 非 负 常 数 . 
其 次 ,我们 证 明 复 方程 ‘3. 2) 问题 4 解 的 唯一 性 , 即 
定理 3.4 在 定理 3.2 相 同 的 条 件 下 ,复方 程 (3.2) 的 问题 4 
至 多 有 一 个 解 . 
证 设 w(z) ,wslz) 是 复方 程 (3.2) 之 问题 4 的 两 个 解 ,将 它 
们 代入 复方 程 (3. 2) 与 边界 条 忻 (3.7),(3. 8), 由 条 件 C, 便 知 函 数 
wz) 二 wi(z) 一 wztz) 满 足 复方 程 与 边界 条 件 


wW- ~ D, 
{ - Aw + Am, z E€ 1 l. (3. 40) 
Wo D, 


i ACzyw(z)1=0, zE, 
ReLA(z)w(z)]=0.2E L,0j= 12), 
Im[ Az wlz,)]=0, (3.41) 


由 定理 3. 2, 可 将 wel BRA 


(2) = Wia 一 (renew E Di» (3. 42) 
z + 
Oe Bie) + Vz) ,2 € Dy, 


其 中 Impl2)=0,2€ Lo» R 

. E . A, + A,@/w.4w 40,2 € D,, 

(zx) = plz) + Tg, glz) = lus =0.2€ D, 

ws) = tt Ji OF + Brld(z — y) (3. 43) 
+ 1S VCE + Dylai + y), 


而 2) 在 DD 内 的 解 ,适合 形 如 (3. 25) 一 (3. 27989 
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边界 条 件 , 但 取 其 中 的 he) = 0, SP h F wo TE L= (0,2 

的 连续 性 ,还 可 导出 Diz) Lo Li KE 
RefACz)@(z) |] 一 一 Relitti Eir) 一 wir))], 
ete = 0,2 € Ly. 

由 C3.42) , (3. 41) 的 第 一 式 及 (3. 44) 的 第 二 式 , 如 果 能 证 更 (z) 一 
0.2ED, MAH ME DAD RE BR 更 (= 适合 齐 次 的 边界 条 件 
Re Alne” Br) = 0, EL, 

Re ACB] = 0, x E Ly. (3. 45) 
APU bia eR 天 = 一 172, 因 此 (2) =0,wlz) =8(2) 
s79 =0, zE D.. 
余下 要 证 明 煞 (z) = 二 0,zE€ .由 定理 3.3 的 证 法 ,可 得 
jX), < [AMM OM, + 1)(2m + DREJ n, (C3.46) 
ik woo, AAS MH wie) =0,2€ Da AG. 43) 式 中 的 更 (>)》 
=0,2E D, 
这 就 证 明了 w (2) =w, (2) ,2ED. 
由 以 上 两 个 定理 ,可 知 复方 程 (3. 2) 向 题 4 的 唯一 解 可 由 逐 
次 迭代 法 求 得 ,并且 此 解 w(x) 满足 形 如 (3.19),(3. 39) 的 估计 式 ， 
我 们 还 可 证 明 如 下 的 定理 . 
定理 3.5 设 复方 程 (3. 2) 满 足 条 件 C, 则 其 问题 M Hwe) 
满足 估计 式 
Cpl w(z)X(z),D,] S Mi, Caw ez) Hz) 万 ] < Mak, 
Cw Kiz) ,Dl M,, Clwl2) Xz) 万 ] < Mok, 
(3. 47) 
HP XDS Jec t emt plt, BOO BO) A= th M; 
=M ;Cposkorkiskz:D B G=7:9) M; =M; borka Ds BI G=8510) 
HEINAK. 
证 《3.47) 的 第 一 .第 三 个 估计 式 就 是 (3. 19), 3.38). HT 
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(3.44) 


TEAR. 4D AA POT AHH, Re Rite k= tk > oht 
况 , 因 为 当 k= k +e, = OR, HES. 4, BAG APB A 
个 估计 忒 成 立 . H k= k +h >OR RH EG. 2) 与 边界 条 件 (3.7)， 
《3.8), 则 知 色 (zx) 二 xw(z)/k 福 足 复方 程 与 边界 条 件 


Ü _ D, 

{ 上 A,w + A, te + Akr E { l, 《3. 48) 
a D, 

Re[ACz ot) ] = r(2)/koz CT, (3.49) 


Rel ilow) ] = r(z)/kex € L R La 
Im[ACz, El) ] = 6,/k, 
而 As/k,7 (2) /k.b,/k 满足 条 件 
LL AR D] < 1,CLA k, D] < 1,C[r/k TIS 1, 
Calr/k L] S ij = 1 Rh2 bi /ki S1. (3. 50) 
使 用 导出 53. 199,03. 38) 的 方法 ,可 得 
Clt) X i), D] <M, 
CIE X G), DA < Ms, (3.51) 
于 是 有 (3. 47) 的 第 二 ,第 四 个 估计 式 . 


3. 一 般 区 域 上 一 阶 拟 线性 复方 程 的 问题 M 


现在 我 们 要 把 区 域 DAR L=L ULE ARR 
dh. 
1. 将 边界 待 征 线 LARA LT 万 ,五 为 
Li = {r — y= yy = Ma), Srl), 
Lh={a#-—yr2rt+y=elQxre 2}, (3.52) 
AP YD =0.%(2) >0,0<ral, B YDES ERTA 
AMAA. LIH. 由 此 条 件 , 可 求 出 x 十 YCx) 一 
v A ee r=), i e =l] 注意 到 上 {的 参数 方 
BR vHo() = Cet yd /2, B] p= 20() —v OR v2, ER 
A= 2[4— (200%) — a jC — 26007) +4], r= +,0R <2, 
(3. 53) 
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HERA 
p= [2 一 26(¥) + v]ë + [2e(v) 一 切 ,> 一 TOSS 2. 


(3. 54) 
由 于 
lu -+ v); = tutus 
(u — uv), = [2 — 200) + vu — v),/2> (3.55) 
则 复方 程 (3.2), 即 (3. 13) 转 化 为 
(atu; = Alu +v) + B — v) +E, 
c — vp = [2 — 20) + ¥][C& +v) + Diu — v) + Fl/2, 
(3. 56) 
又 53, 53) 可 写成 


z= lyp- Moe tea Roe + 7%) — 2-7) 
T= gT = 4 — 4alx + Y) + 2x + 27 , 


2 
s-laporta — 2-7) 
?一 全 4 二 4c(z 十 2 十 2z 十 27 , 


(3.57) 
这 里 7 表示 7Y(x)= 一 y; 以 上 变换 的 逆 变 换 为 
z= G+) = [2 — or + Y) tet VET RSA 
+ ola +7) — (r +Y +7) 
y= Leu- v) = [2 — ola +Y) + r +Y +5 


+olx $Y) — (a +742— 5)/2. 
(3. 58) 
我 们 可 将 (3. 57), (3.58) 简 写成 复数 的 形式 , 即 t=F+5=f(2) 
Real @) ,此 变换 z= 二 f(z) 将 区 域 D' 的 边界 ;分 别 变 为 La 
= (%+3=0,0RF<1}) J.=(2—-J=2,1SF5 2), L EAH 
界 条 件 (3.8) 转 化 为 
Re ALF @) Jel aD] = rL E E 7 一 1 或 2， 
faa FO) kelf n] = h, 
(3.59) 
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这 里 2,=f(2,). 使 用 定理 3. 3, 定理 3, 4, 可 证 对 应 于 方程 组 
(3. 56) 适 合 边界 条 件 (3. 59) 之 问题 4 存在 唯一 解 wm(z) ,而 wle) 
=w f DAE FER. DEK D E A 的 解 . 
2. 将 边界 特征 线 LAE R Li. ME Lh 
= {r4 y= 0r ysn Kral), 
Li= {r + y = yy =— YT (3.60) 
IE aE rD = 0, YN D0 Sr 2, Med E ir <2 ETER T 
有 限 个 点 外 具有 微 商 ,又 1 一 7(z) 盖 0 在 此 条 件 下 ,x 一 Y(xz) 一 
RAB BR r=ria), Wl v= 2r( pn) — p 0S pe. PR 
B= u= aot y v= 2e/farte) — e] 
= Mr — y)/[2r(x — 7) — r +Y], (3. 61) 
Mab Y 表示 Y(z) 一 一 % 以 上 变换 的 道 变换 为 


w= BSF + ys 5 [arte — el 


= tzr- N =ar HIKED (3.62) 
因此 有 
zls 2r y) + (z+ lre art] 
z= (+y) 2[ar(z—Y) —z 47] 
sI a -、 —2z—yot(rt+y[2rQe—1) —r +7) 
=> -= acta?) 247] » (3.63) 
EMEA 
r= FRG - Pre-N) +249 Cr — 7 


y= 1[— 24 — rr — 7) 42 ++ rN] 

(3. 64) 

ROTH t=F+H=—glD§ cH=zrtyp=¢ HDHMKKER 
(3. 63) 与 道 蛮 换 (3. 64). C3. 62) ,可 得 

(u +v); = tu + v), TUSZE 


Ë (u — v) = (u — v), 


(3. 65) 
则 复方 程 (3. 2), 即 方程 组 (3, 13) 转 化 为 
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jeto = [Atu + v) + Bu = v) + EJER, 
(a—v), = Ciu + v) + Du— vt F 


(3. 66) 
而 在 ;上 的 边界 条 件 (3.8) 转 化 为 

Rell CE) elg Ea] =le E] E L jm 
re 8-87) 


XZ, —el2.). BUF BLE OR YT G. 66) 与 边界 
条 件 (3. 67) 之 问题 4 的 解 w(&), 而 ww 二 wig(z)j] 就 是 复方 程 
(3. 2) 在 由 FUL UL RR D EER 4 的 解 ， 我 们 将 此 结果 
BREF. 


图 2 
定理 3.6 B DERAZ T LLO LL LOR A RE 

域 , 又 一 阶 拟 线性 复方 程 (3. 2) 在 刀 上 满足 条 件 C, 则 (3.2)? 适 合 
边界 条 件 

ReAG@wl2)J=rlz),2EPr, 

Re( A(z) wz) Ja=r(z) zE LOI=1 或 2), 

Im[ACz, ew z, =6 (3. 68) 
之 问题 4 存在 唯一 解 wed EER 2, =/-17, OR zam 
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iY). 
类 似 于 第 五 章 $3, RETTERE HEG. DERM D= 
{jz 一 1| 之 1} 上 相应 边 值 问题 4 存在 唯一 解 . 


$4. 二 阶 拟 线性 混合 型 方程 的 斜 微 商 边 值 问题 


本 节 中 ,我 们 讨论 二 阶 混合 型 ( 梭 圆 - 双 曲 理 ) 方 程 的 斜 微 商 边 
值 问 题 ， 首先 使 用 一 定 条 件 下 的 二 阶 椭圆 型 方程 与 双 曲 型 方程 的 
极 秆 原理 证 明 二 阶 线性 混合 型 方程 Dirichlet 边 值 问题 解 的 唯一 
性 ,进而 使 用 第 五 章 §3 中 的 结果 与 本 章 前 两 节 的 结果 ,证 明 二 阶 
拟 线性 混合 型 方程 斜 微 商 边 值 问题 解 的 存在 唯一 性 ,同时 也 给 出 
这 种 边 值 阿 题解 的 先 验 估计 式 , 正 如 本 章 8 1 中 所 述 , 这 种 斜 微 商 
和 疝 题 包含 Dirichlet 问题 作为 特殊 情况 . 


1. 二 阶 混合 型 方程 料 微 商 边 值 问题 的 提出 


设 区 域 及 其 边界 3D=rUL 与 $2 中 所 述 的 相同 .我 们 考 
户 二 阶 拟 线性 混合 型 (椭圆 - 双 曲 型 ?方程 

U, + sgnyV,, = aU, + 60, +cU +d, (z, y) € D4) 
此 处 abycrd Æ LEDU U, UCER MH ECARK ,其 复 形式 为 


U D 
| I F(2.U WU.) = Re[AU.] + AU + 4 e 小 


U z E D, 
(4. 2) 
其 中 
z= + iy U, = LUW, ~ U, Us = HUn + Ul, 
UF = IU, ~ U] = HUn Un] 
2 ; 4 

_utib CC _ @ 

A, = 2 »A:= 7 As = 7: 


令 w(z) 一 U., 则 方程 (4.2) 可 写成 一 阶 混合 型 复方 程 
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w, = Re[A,w] + AU + A,,z € D,, 
长 = Re[A,w] + AU + Asz € Ds (4-3) 
而 在 双 曲 区 域 内 ,以 上 复方 程 可 写成 
£, = Af + B} + CU + Dy, = B} + A +CU +D, 
(4.4) 
这 里 p=r+y u= zr y, E= Rew +t Imw,7= Rew — Imw, A= 
(ReA, +ImA,)/2,B= (ReA, —ImA,)/2,C=A,,D=A3. 
假设 方程 (4, 2) 满 足 条 件 C, 即 
DA(z UU (j=1,2,3) 对 于 在 D" =D\{0,2} 上 任意 连续 
可 微 的 函数 U(x) ,在 五 上 上 可 测 且 对 PD. 上 几乎 所 有 的 < 关于 wEC 
连续 ,并 在 D; 一 万 :\{0,2} 上 连续 ,还 满足 条 件 
L,[A;-D,] < kj = 1,2,L,[As-D.] S.A, 2 0z E D, 
CLA Di] < hoj =1,2-ClA D] Sk, (4.5) 
这 里 pC 2) ,本 ;如 都 是 非 负 常数 . 
DUF D* 上 任意 两 个 连续 可 微 函 数 U,(z),Ustz), 在 上 上 有 
Fiz, U Uy) — Fe UU) 
= Re[A,U, — Up] + A.W, — U2), (4. 6) 
Wak Ale U UL) G=1. 2 ER 
LA D] S ky CLA, DI] Skj = 112s (4. 7) 
这 里 p(>2), 如 都 是 非 负 常数 .容易 看 出 ; 当 t4.2) 是 线性 方程 时 ， 
从 (4.5) 可 推出 (4.6),(4.7) 成 立 . 
如 果 方 程 (4. 2) 还 满足 以 下 条 件 , 则 称 (4.2) 满 足 条 件 忆 ". 
3) 对 于 任意 两 个 实数 U ,7 与 两 个 复数 ww. TE, DH 
系数 满足 条 忻 
{Aj C2, UU, ao — Ayla, te) | 
<= &[ | 2, — nl + kef — Ult + [w 一 w|], 
一 1,2， 
| Az(2, 07, sw) — Alz Us tus) | 
S kilen — el? + IU — Ul + lw — wl]. 
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zz € D, (4, 8) 
Hah a(0 过 a 过 1) sko ska BOREAL it RX. 
方程 (4.2) 的 斜 微 商 问题 可 叙述 如 下 : 
问题 P RUDE D 一 万 \Z(Z=(10,z 一 ?一 2 或 {z 十 y 一 
0,2)) 上 的 连续 可 微 解 U2) ,使 它 适合 边界 条 件 


r 
I = 2r(z). Bl Re[AC2)U.] = 7r(z) ,x E P, 
ua) = þys U(2) = b, (4, 9) 
7 
二 27 = ReLXEU;] = r(z).z E LOG=1 或 2)， 


ImfA@)U Jl ene, = Ors (4, 10) 
这 里 cos. n)20.2€ Tin 为 的 外 法 线 方向 ,Atz) Sate) tibl) 
=cos (l r) Fics PRA C2. 35) 的 形式 ， 当 4:=0, 可 不 设 
cosl m) 0, rE. 而 Az) sr Cz) bob bh M E 
Calata) TI S ko Cr TI < bys [bo], ló 1, [ól Se 
CAG LI <b Cire) LAS kj = 二 1 或 2， 


1 1 
eh Jar) — br) | Ay. Bkmax lalz) + bir) | < 


kas 
(4.11) 
此 处 alo<a<t) ,hs 都 是 非 负 常数 . 带 有 条 件 4s 二 0,r Cz) 一 0， 
b= 二 0 的 问题 P 记 作 问题 Poe 
问题 P 与 问题 PE 3D, 上 的 指数 为 


K= 4K +K), (4.12) 
其 中 
K; = [E ]+ Jd; = 0m 1% = Ese 
7,= 2 — Kj = 1.2, (4.13) 


此 处 ti =25t2=0, ACG) =e R ete [9.2]. nk A,=0,2ED, 
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或 cos(1,n) 一 0,zET, 那 么 可 不 要 点 条 件 Utz) =), MER K= 
一 1/2, 否 则 取 K=0. 这 两 种 情形 可 用 类 似 的 方法 讨论 ,而 前 者 
包含 问题 D 作为 特殊 情形 ,因此 这 里 及 以 后 只 就 六 一 一 172 的 情 
形 进行 讨论 ,而 问题 已 的 解 UAE D LER. ED LES 
可 微 ,为 了 保证 U, ED’ LRM. RINGS 7 >0,27,<1 
或 六 之 0,27,<1. 12464. 13) FY J =0,7,>0,0UU, 在 # 附近 有 
RMR J 二 0,7;==0, 或 J 二 1, 则 UU, 在 i(j=1 或 2) 附 近 积 分 有 
界 . 后 面 要 证 :在 上 述 条 件 下 ,问题 PP 的 解 是 存在 唯一 的 , 即 上 述 
问题 的 提 法 是 适 定 的 . 特别 当 边界 条 和 件 (4. 9),(4. 10) 中 的 系数 
Arle) bob HR § 27 C2. 38) 所 述 的 条 件 时 , 则 问题 P 成 为 
Dirichlet 问题 :问题 D). 


2. 线性 混合 型 方程 (4. 2) 解 的 极 值 原理 及 问题 D 解 的 唯一 性 


先 考虑 方程 (4.2) 在 椭圆 区 域 五, 的 部 分 ,不 妨 只 讨论 线性 齐 
次 方程 
Un — RelA (UJ — AOU =02E D. (4.14) 


定理 4.1 设 方程 (4,14) 在 区 域 DD 满足 条 件 (4.5), 又 tz) 
(4.1404 万 上 的 连续 可 微 解 , 若 M=maxU (zx) 之 0, 则 在 边界 


3D, 上 必 有 有 一 点 zo EB UD =M ME za E (042), Uz) 
<U (29) 2€ D Aab H AED BARS RAMA AD la 
so 时 有 
au = | U(x) 一 U(z) 
af (EN |z — zl 
证 关于 Ce) 在 五 上 的 非 负 最 大 值 M 在 边界 zD, 上 的 一 点 
zo 达到 ,这 可 由 [140] 第 三 章 中 52 中 的 结果 得 出 ， 至 于 (4. 15) ,不 
妨 设 wo 是 圆 DD 二 {1z| 过 RR} 的 一 个 边界 点 ;因为 在 五 上 选取 以 
为 边界 点 且 其 边界 为 一 光 请 曲线 的 子 区 域 , 再 作 一 个 共 形 映射 便 
达 要 求 . 我 们 先 求 方程 (4. 14) 在 D。 上 的 一 个 连续 可 微 解 罗 (z) ,使 
CECHA RIF: W= lE L= {l| =R} PMC v <1, 


+293 = 


> 0 (4.15) 


zDD 而 V(z) 二 UCz)/ 儿 (x) 是 以 下 齐 次 方程 在 D。 上 的 一 解 . 
=V.— Re[A(z)V_] = 0,A(z) =— 2(In¥), + A(z), 

(4, 16) 

BMV AD<V ly) ze h, AVOA m 达 到 最 大 值 ， 然 后 求 方 

BA. 16) 在 Do={R/2< |z( SR) LA — ESE IR Ve) ,适合 

边界 条 件 

Viz) 一 0,z 区 7(z) = 1, jel = R/2. 
SBE Mw .av /as=2Rel[ieV. ]=—0,z2€ aD, 3 


av = 2Re[zV,]/R,z € LE 一 一 4Re[2?.]/R, |z| = R/2. 


am srn 分 别 表 示 边 界 DHASI. EBB W(x) 二 六 
是 一 阶 复 方程 
W, 一 Re[4(z)mW] = 0,2 € BD, 
适合 边界 条 件 
Re[izW (2)] = 0.2 € aD, 
又 并 在 边界 aD, LXER A. BW OED ELRAB A IE 
AV fan =22W (2) /R<O,2E Ly. G 
Viz) = Viz) — Vy) + Vz) ,rz E D, 
这 里 选取 正 数 6 eh EBVO, |r| =R/2. BRAVO, 
zo 又 因 LV 二 0,zE€ 2D, 根据 此 方程 解 的 最 大 值 原 理 , 有 
Vz} <0, Bf Verd —V C2) eV Cz) = e [Vi (2) — (ag) LE Dos 
于 是 在 点 x 二 ,有 
2 2 E wv > 0. 

以 及 

VO > eZ pyro, 
进而 注意 到 在 点 z ,有 cos(l,n) > 0,costi.s) > 0,00 /as=0, IE 
z=: 


E cosli,n) au + cos(t yn) Z 二 一 > 0. (4,17) 
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其 次 考 虚 方 程 (4. 2) 在 双 曲 区 域 D; 的 部 分 ,并 讨论 线性 齐 次 
方程 
UT = RelA, (2)U,+ 14+ AU, z © Â, (4.18) 
ik p=rtywHa—y MAE. 18) 转 化 为 
LO =U, + atu, nU, + RDU, + Wav = 0, 
(4.19) 
KP EAs (Opec, peo}. 假设 (4. 19) 满 足 条 件 C:， 即 


la, Æ A= (0<p<cw pvc<2) 上 连续 ,2)ey8,7 在 A 上 连续 ,3) 
在 A 上 ,有 
a>0%m teh —Y20%S0. (4. 20) 
经 过 变换 A, = expl | pan] WA 
ALUN = [AU] + aU], + YU, 
这 里 a= fias t, = BY — an HEE Ci 可 写成 
a 304.7, <0. (4. 21) 
为 了 后 面 讨论 的 需要 ,还 设 方程 (4 19) 满 足 条 件 C MDAC 
成 立 ,2) 在 A 门 {0<<y 二 常数 过 2} ,除了 可 能 有 测度 为 0 的 点 集 外 ,om 
ta 8—0, Y >00 KR DE A E0. 
引 理 4. 2 ifCP.. Pe Â= (Sec pa APF ze 
hi) — He GE fe]. WUE CAD NC (A) CD 的 系数 将 足 条 件 
Ci ALP, PALA LOS. i max U UCP) 20 W] 


(AU, < LBU Jia» (4. 22) 
XË UI), H UPUPO. M 
[BU,] lp, <= [AU,] | PP (4. 23) 


证 ”由 于 在 特征 区 向 [PP Pb. LOO ama 
BLW) = (2.0.1, + feU], + YU Os 
ESR ILP, PA A 


Py 
| (CAU, Je + (aU, + 1U3de so, 
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(AU.Je, — DAU, Jr, <— [17 Udu + Cae, ~ laU, 
< F [UP) — UW de 


P, 
— UCP) | "Bde + [UPO — UP) Ja tP). 


HRIECH UPORU CPN), 从 上 式 即 得 (4. 22). mE U> 
0,0CP)>UCP1), 由 笨 件 Cs, 便 知 有 (4. 23). 

定理 4.3 设 1)L(U) 的 系数 满足 条 件 C1,2) 在 A= OKu, 
KELE LUDO, U, C0, <0. MRU LECA NC (AD) 
在 A 上 取 正 的 最 大 值 ,那么 此 最 大 值 在 AN (u—v} EH. 

证 ” 先 证 在 定理 的 条 件 下 ,又 条 件 Cs 成 立 , 则 有 定理 中 所 述 
的 结论 . 假如 定理 中 的 结论 不 成 立 , 即 上 (py,v) 在 A 上 的 最 大 值 不 
在 A 站 {pg==v} 上 达到 ;由 于 UC0,v) 才 0, 因 此 其 最 大 信也 不 在 AN 
{三 0} 达 到 , 故 最 大 点 PE (0S p<, pn). H PER AN {ye 
=0) k5 PARMA eA. BAU 在 [P,P,] 上 的 最 大 值 
在 点 PL AGRE, UCP >0.UCP)>UCP,) ,根据 引 理 4.2, 哥 知 
《4. 23) 式 成 立 . AF UCP) <0. EMA UPD <0,5x RU HR 
能 在 P; 达 到 最 大 . 此 矛盾 证 明了 本 定理 结论 的 正确 性 . 

现在 要 找 出 一 个 A 土 共有 二 阶 连续 可 徽 的 函数 ch pee 
条 件 

Lig = £p + ag, + Pg. > 0, Cav) € A, (4, 24) 
BOND E Avg, = O00 E AP) {we =O}. (4. 25) 
PAY 8(P, 站 一 shtnvch 刀 (上 是 足够 大 的 正 数 ?就 是 满足 以 条件 
eae. 设 了 一 * “Ue 为 一 正 数 ， 容 易 看 出 ， 
LV = Vet aV, + BV, +TV <0,(#.¥) € A, (4. 26) 
Ht Xb a, a+ eg, p= p+ egu Y= Y+ eleg g] PEER e 
足够 小 ,使 得 LV 满足 定理 中 的 条 件 . 由 于 e>, AER% V 
在 和 AA 上 具有 正 的 最 大 值 ， 由 (4. 25), 可 得 V, 气 0, Gu DEAN 
{g 二 0}. 再 由 (4. 20),(4. 24) 一 (4.26), 可 导出 
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a 20.0, +48 —¥%,=a,+ a8 —7¥ SO, 
y, Sefee,,+Lej>o, 
这 里 选取 < 足够 小 ,因此 条 件 C: 成 立 . 让 eo, WA VU, tE h 
V 在 A 站 {p= 小 取 正 的 最 大 值 可 导出 UU 在 入 门 {x 二 v} 取 到 正 的 最 
大 值 . 
现在 来 证 明 线 性 混合 型 方程 (4, 1) 向 题 D 解 的 唯一 性 定理 . 
定理 4.4 设 线性 混合 型 方程 (4. 1) 满 足 条 件 己 与 条 件 Ci. 则 
其 问题 在 5 上 连续 而 在 D 内 的 连续 可 微 解 是 唯一 的 . 
证 设 U .C0: 蚌 (4,1) 癌 题 DD 的 两 个 解 , 则 UU 一 Us; 满足 
齐 次 方程 与 齐 次 边界 条 件 
U + agnyU,, =aU, + 6U,+ ¢cU.(z,y) E D, (4.27) 
U = 0 E€ LU =0,(r.y) EL 或 LL. (4, 28) 
fan fe D LEB RAE ee. 1 与 定理 4 3, 其 最 大 点 
名 必 在 r+ 轴 上 的 线段 (0,2) 内 ,但 由 (4, 17) 式 与 定理 4, 3, 可 导出 在 


点 思 的 两 个 矛 秆 的 不 等 式 
au __ au au 
Flea Flom < 0 SG lan, > O 


因此 ,在 上 有 U0. 同 理 可 证 在 DD 上 ,有 U 之 0, 即 在 D 上 上 ,有 U 
=U—U,=0. 

在 [2j 和 和 [120] 中 ,并 不 要 求 方程 (4. 1) 的 系数 在 DERE 
Hilder 连 续 的 条 件 ,这 可 通过 满足 条 件 忆 与 系 件 C: 的 (4. 1) 的 解 
取 极 限 而 得 .在 [L120] 中 还 介绍 了 在 栈 上 把 边界 条 件 U(z) 一 rz) 
改 为 oU7an=r(z) 的 边 值 问题 ,但 对 前 者 却 要 边界 卫 在 六 一 2 一 
0 的 切线 平行 于 > 轴 , 才 能 证 明 此 边 值 问题 的 可 解 性 [116], 下 面 
主要 介绍 作者 新 近 获 得 的 关于 拟 线 性 方程 (4. 1) 的 一 般 斜 微 商 边 
值 问题 了 的 存在 唯一 性 结果 ,其 中 并 没有 假 方程 (4. DE D ER 
足 条 件 Cs. 而 使 用 的 方法 与 [2j 及 [117] 中 给 出 的 完全 不 同 . 


3. 所 线性 方程 ‘4. 1) 问题 P 解 的 存在 唯一 性 
我 们 先 介 绍 (4, 1) 问 题 书 解 的 表示 定理 ,然后 证 明 问题 P A 
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的 存在 唯一 性 ,最 后 给 出 (4. 1) 的 问题 P 解 的 先 验 估计 式 
定理 4,5 设 拟 线性 方程 (4, 1? 满 足 条 件 C, 则 其 问题 P Ht 
zzz) 可 表示 成 
Ut) = 2Re| wiedz T bwile) = wlz) + Wl2).2 € D, 


(4. 29) 
其 中 积分 路 线 可 如 第 五 章 (4. 24) 那 样 选取 ,又 ifz) 是 复方 程 
(2, 34) 的 解 ,满足 边界 条 件 (2. 35 (w(tz)= 二 0U,) ,而 WV(z) 具 有 形式 
win) =W (2) wo (2) = B(2e? Tg yz) = (2) Tg. 


rg=— Hf, ES do, 2) = Tf € D, (4.30) 


Wiz) = D + FG), 

Pez) = fe (ze 如 十 | gs)ed ps € D,, 

此 处 6 =C4)/2e= AD /px+ yw 一 x 一 ypo OE D, 
A APT ee pr = 0.7 E= (011), 又 


gis) = [Av + Ayw/2w.wlz) #0. 
wte) #0, 
itz) = RelA] + AU + Az EP, 
gi) = A&+ By+CU+ D. (4.31) 


z€ Da. 
gz) = B} + AẸ + CU +D, 


A = (ReA, + ImA,)/2,B8 = (ReA, 一 ImA,)/2; 
C= A,,D= Anz € D 
而 Bz) P(2PMBRABC. 30 D DAHR ERRA 
件 
ReEACzye?e) 久 (ce)] = r(z) 一 Reloge] EF, 
Re[ACXI Biret + BT] = sla). © Le = (0.2), 
Re[A( x) Ptr) ] = — Relate) (Wx) — Word), 
Med =1+iM1l—i,7€ Lo, 
RelA(z)P(z)] 一 一 RefAG@) Wiz) ].2 E Lj = 1 2.- 
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Im[AG@)&(z,)] 一 一 ImAGp¥(z,)], (4. 32) 
此 处 
2r(z/2)[akz/2) — b(2/2)), 
or(a/2 + 1)/[alx/2 +1) + (2/2 + 1)]. 
(4. 33) 
证 将 方程 (4.2) 问 题 P 的 解 U(z) 对 z 求 偏 微 商 , 今 wl) = 
U,, 代 入 方程 (4. 2) 与 边界 条 件 (4.9),(4.10), 可 得 w(z) 所 满足 的 
复方 程 


s(x) = 


iw. = Re[ Arw]| + AU + Apr EDs: 

jw. = RelAyw] = AU + Az € D, 
并 如 第 一 章 $ 1, § 4 那样 ,可 求 得 如 (4. 30), (4. 31) 中 所 示 的 函数 
Pz) lez E D, JET We we F), E D, m ette n A E 
(4, 33) 中 的 s(x). 注意 到 wo(z) = 二 Uw 是 复方 程 (2. 34) 癌 题 4 的 
解 ,于 是 由 (4. 32) 的 前 两 个 边界 条 件 , 可 求 得 区 域 厂 内 的 解析 范 
BB 2). FW =F8( DFP + Ge) —wlr) cEL FREE 
方程 (2. 34) 满 足 (4. 32) SPUR ARE OED. 因而 
方程 (4. DHE 的 解 U(z) 可 表 成 (4. 29), (4. 30) 的 形式 ， 

定理 4.6 设 二 阶 拟 线性 方程 (4. 2) 满 足 条 件 C, 则 其 问题 P 
具有 形 如 (4, 29) 的 解 . 

证 由 定理 2.3, 可 知 二 阶 混合 型 方程 (2, 33) 之 问题 P 具 有 
形 奶 (2. 37), (2. 30) BAK Uo (2) FEB wle) =Uo 满 足 形 如 (3. 28) 
的 估计 式 . it & le) = Rew, (z) + Im, Cr), J Cz) = Rew, (z) ~ 
Emer Cz) ,将 人 C2) on 2) ,Uots) 代 入 (4.31) 式 中 相应 的 位 置 ,市 得 

gi(z) = Ab, + Bh + CU, + D, 

gi(z) = 4& + Eh + CU, + D, 


Fiz) = 1 + ifa (dla — y) 


(4. 34) 


十 L= gder + yz € D. (4. 35) 
由 于 (4. 33) 中 的 函数 *(z) 是 确定 的 ,我 们 可 使 用 [140] 第 四 章 中 
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的 方法 , 求 出 复方 程 (4. 34) 适 合 关系 式 (4, 29 RG, 32) 的 前 两 个 
边界 条 件 , 即 
Ref Atz)w(z)] = rl) z ET, 
Re[A(z)w(r)] = s(x) ,x € Ly, 
在 区 域 DD 内 的 解 U(z) ,而 we) =U. REI 3. DRR, 
然后 求 复方 程 (2. 34) 在 双 曲 区 域 D, 内 的 解 D Cz) ,适合 边界 条 件 
Re[A(z)@, (z)] 一 一 Re[ACz)W (2) 1.2 E Li KL, 
Im[AC2,) ®, (z,)] 一 一 Im [AG ¥, (z,) 1, (4, 37) 
Re[A(x)®, (2) ] = Relier) Wi) — Fr) Je E Las 
而 w (2) =wl2dt+O,(2+¥ (2) OE 43. 33) 的 佑 计 式 ,又 


U,(z) = 2Re jw (dz + bz E D. (4, 38) 


再 将 区 域 D: 上 的 函数 w a) RHR E Ce) = Rew, (z) + Im 
wile) p (2) =Rew, (z) —Imw, (2) & U Ce {RA AJC. 30), (4. 31) 
中 相应 的 位 置 , 正 如 前 面 求 得 cer (z) 那 样 ,可 求 得 

wiz) = wlz) + Wile) = wta) + D(z) + Pler © D,, 
BF DY AK U2 Cz). 这样 依次 类 推 ,可 求 得 区 域 D, 上 的 函数 序 
Wiiw(z)) ,Utz)} FFARR DARA EFA 
wlz) = wl) + BG) + FG), 


Vz) = LEIP OTAG + Bm + CU, + DH — y) 


‘4, 36) 


+ HSO CAE + By + CU, + DE + y), 
(4. 39) 
I wnt) wilr), Ul) -U,_ oe 
w,(z) 一 wrn l = @,(2) — &,_ (2) 
+ eA — Ea) + Ba, — na) 
+ CU) — Ural — y) + 4 CAE 一 和 


+ BO) — We) + EO — Una) ldir + yz © Day (4. 40) 
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U,@) —U, (= 2Re| Twn) — w, lz} ]dzun = 1,2,0%, 
正如 定理 3. 3 的 证 明 , 可 证 {wz)X(z)}, (U, (2) EA RR D, £4} 
Fil] — Bue Be Bl R R wed X (2) Ce) TT Be we), UC 
如 下 形式 与 关系 式 

wz) = Blee? 十 Gz) ,2 E D,, 

wz) = wz) + Gz) + Wi), 


Wz) = LEPO Tae + By + CU + Dar — y) 
=- p fry 
+ al [AE + By + CU + Dd + Wz € Dy, 


Uœ) = Ref w(z)dz + bz ED, (4.41) 


tie A P 的 边界 条 件 , 因 此 是 方程 (4. 2) 之 问题 P 的 解 . 

定理 4. 7 RAG. 2) 满 足 条 件 C, 则 其 问题 P 如 定理 4. 5 中 
所 示 欧 解 U(Cz) 满 足 估计 式 
Ov, Dili=CU, D] + CIUXDI EM COU, DQ Mk, 

(4. 42) 
其 中 下 (z) 如 (3. 19) PRRCLUX, DIM (3.33) PEM. XÉ 
(4. DRERI C MERER U OORE 
ĈU, D] = C U, D] + U.X, D] < M, ĠU, BS MA, 
(4, 43) 
FEL EPIRA, PCO P<O) R= k tk M; = Mj (ry ho okt okey D, BD 
(J=1,3);M;=M(a.kosD. 8) G=2, BAER. 

证 ”我们 只 证 明 (4. 42),(4.43) 的 第 一 式 , 因 为 从 第 一 式 容易 
推出 第 二 式 ， ABP 的 解 U(z) 的 表示 式 (4, 29), 上 节 中 的 定理 
3. 5, 注 意 到 (4. 29) 中 忌 (g) 与 w(z) 的 关系 , 便 可 导出 (4. 42) 的 第 
一 个 估计 式 ， 

为 了 证 明 (4. 43) 中 的 第 一 个 估计 式 , 我 们 考虑 (4. 30) 式 中 的 
函数 


aan 了 了 十? 
Pitz) 一 f giladi — y) F) = f g: Cz)d(z +y), 


- C4. 44) 
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其 中 gie). 2 (2) 44. 31) 所 示 . REC 及 (4. 42), 易 知 
(2), (2) RF ry p= rty 满足 Holder 连续 条 件 ， 
BPW, Cou) Pe DE D ERR 
CEF C+ ,BD,] < My Col Fly, e) D] Ms, (4.45) 
此 处 Ms: 一 Map 万 ,8) 是 一 非 负 常数 .另外 ,由 条 件 C， 
条 件 C 及 (4.42), 将 定理 2. 3 中 所 述 问 题 了 的 解 厂 及 rw 二 三代 
人 到 (4. 299-64. 304 U RW 的 位 置 ,如 定理 4. 6 的 证 明 , 可 得 
Cole Ct, OXD] < Ma Cele DX, D] <= My, 
CiP Ce, OX, D] S MRC LW, (+ WX,D,] S MR, 
(4. 46) 
2E R=2,M;=M;l poskoki sk: D, 0), j=6:7. 再 由 定理 4. 6, 可 
给 出 Eeo R E HETTA 
COX ,D,] < My = M,C porkaskiska D 0). (4.47) 
(4. 29) 的 第 一 式 , 容 易 得 到 
ĈU ,D,] = C[U.D.1+ CU. XD] < Ms, (4.48) 
此 处 Mo= Mol poskorkisk, D 8). HERA BHE icf w, 
再 由 (4. 20 A. AA ee. 类 似 于 .4.46) ,经 过 具 
体 的 计算 ,可 得 we) = Re Cw! — w) —Im(e' 一 ww) 与 C2) = 
O Re(ze! —w) + Im (ww! 一 tw ) 分 别 关 于 v= 二 7 一 y, x 二 x 十 y 满足 
Holder SEA) f+. BP 
C,(@\ YK DN EE MR, Clayu, OX, D] = MR, 
(4. 49) 
DAB AY EO (2) ,Di(z) 满 足 的 估计 式 
Ca D] S MR, CUL, ©).D,] < MR, (4. 50) 
jx HM = (2+M kh.) (Bhs t 2CM +k) mH Hm=", 
D, J=C,[U" .D,J+€,[U°X .D.],M,.ModzU4. 42) 中 所 示 的 常数 ， 
这 样 , 对 于 经 和 迭代 所 得 的 函数 wr(z}) 及 相应 的 [7 ,其 对 应 的 请 数 
f(z) = Re(wo"— u" — Ime" — we") 6 (2) = Rel" —w" 十 
Im (we wr" |) Ot (2) 03 CARER 
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(MR a 


’ Cl RCs “OX, 万 ,] 和 Ss , 


Cla WX,D,] < 


COC .D,] < É 


, Gia +). < ce, 
(4.51) 
于 是 frw' (Cz), U" Ce) AR Rw 2) U Cz), 其 对 应 的 函数 
@, (2) = Rew —Imw .@,(z) =Rew+Imw WEY, (2) ,0O,(z) 满 足 估 
计 式 
Cyl, (45) XD) Se", Cali (WX D] Ge, 
CeO (pv) D] S eE, Cs mte) D] Se, (4. 52) 
关于 问题 P 的 在 DD, 上 的 估计 式 可 由 L140j 第 四 章 的 结果 或 前 面 的 
定理 3, 1 导出 ,因此 (4. 43) 式 成 立 . 
定理 4.8 设 方程 (4, 2 满足 条 件 C, 则 其 问题 已 的 解 是 唯一 
AY. 
证 BU). U DEAR PHATE, USU (tz) 一 
Li(z) 是 方程 


Cr D, 
Uo = Re AU] 4+ AU. zE D, 《4. 53) 


之 问题 P, 的 解 , 它 具有 形 如 (4, 29) 一 (4. 31) 中 所 述 的 表示 式 , 但 
其 中 =0,D=0,r=0,b= =n. 使 用 第 五 章 定 理 4. 2 的 证 法 以 
及 关于 椭圆 型 复方 程 间断 Riemann-Hilbert 边 值 问题 解 的 唯一 性 
定理 ( 见 [140] 第 四 章 $ 4). HEU HU (2) —U (2) =0,2E DCL 
[139]30)). 


4. 一 般 区 域 上 二 阶 拟 线 性 方程 的 疝 题 


RES BR RYH KMD MRA TR OAR, 
而 Li sla J Pa eR: 
L= {r y = vy = Vi) OS xe Sl}, 
L= fa ty = psy =—' le) SrA), (4.54) 
HE aR x, C0) =0,¥,€2) =0,7, (2) > 0,0<els%, (2) >0 ler 2; 
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YC) VD MEO el ISSA ERT ABT OMA 
fT» ALL +O (ae) 0,14 (2) 0. 在 这 些 条件 下 ,1 二 (Cr) 一 上 
zx 一 为 (z) 一 均 有 反 函 数 2=00) r= 1p) ,因此 4 , 歼 的 参数 方 
程 可 写成 
Lip = 2e) — vy OS eI +N), 
eee rn) pl nD Ep T 
现在 相应 于 {4.10) 的 边界 条 件 应 改 为 
Re[ACz) WEY] = rz) ,8 € Li, Im[AG,) WEI] = b, 


(4. 56), 


或 


Re[ACz) wz) ] = rle) € Ly Im[A,) we] = by, 

(4.57) 
Bent Mac. +7). SFB. 55) 的 边界 茶 件 ,可 
im § 3 变换 (3. 53),(3, 57) ,而 对 于 形 如 (4. 57) 的 边界 条 件 , 可 使 用 
变换 (3. 61),(3, 63), 但 要 求 经 此 变换 后 ,十 符 合 (3. 52) 或 (4. 54) 
第 一 式 中 所 述 的 条 件 . 事实 上 ,二 阶 所 线性 方程 (4. DHE PS 

价 于 一 阶 拟 线 性 复方 程 
w, = Re[A,w | + AU + Anz € D, 
fe = Re[ Aw] + AU + Az € D, 

合 边界 条 件 


(4.58). 


Re[A(zpw(z) | = rlz) z E T, 
Re[A(z) wi] = r(z),2 € L'a L',,Im[A(z,) wlz,)] = h 


(4.59) 
及 关系 式 
Utz) = 2Re| widz + by (4. 60) 
的 问题 A. M4. 80) ,可 导出 
ClU) D] <M, CTwel2) X(2),D], (4,61) 


这 里 M..=M,,CD). 因此 可 使 用 定理 3. GA Le EECA. 58) 一 
(4. 60) Bie AOI ER A 存在 唯一 解 [ewcz) UC). UEC 
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方程 (4. 2) 之 问题 P 的 解 ， 我们 将 此 结果 写成 定理 l 

定理 4.9 设 区 域 OBA TLL AR KIE, MOB 
氢 线 性 方程 (4. 2) 在 D' 上 满足 条 件 C, 则 (4. 2) 适 合 边界 条 件 
(4.9) 与 在 (一 1,2} 上 的 边界 条 件 (4. 10) 之 问题 P 存在 唯一 
if. 

不 难看 出 :定理 4. 9 中 所 述 的 问题 P 包含 方程 (4. 2) 适 合 在 
PUL; G=12) 上 的 Dirichlet 边界 条 件 (2. 32) 的 问题 D 作为 一 
种 特殊 情形 . 在 [23]1) 中 ,A, V. Bitsadze 讨论 了 二 阶 方程 42. 31) 
问题 口 的 可 解 性 ,他 考虑 的 区 域 户 的 边界 为 TUZL{UL, 其 中 十， 
LWG SDPRR, AER 9= 一 7(z) 是 单调 函数 ,上 且 |7 (2 |<1 
等 , 且 使 用 积分 方程 的 方法 . 


§5. 二 阶 拟 线性 混合 型 方程 的 其 它 边 值 问题 


现在 我 们 继续 讨论 二 阶 混合 型 方程 (4. DRG. 2) 的 其 它 一 些 
边 值 问 题 ,如 间断 斜 徽 商 边 值 问 题 , 多 连通 区 域 上 的 斜 微 商 边 值 问 
题 , 以 及 一 种 区 域 边 界 较 一 般 的 斜 微 商 边 值 问题 . 对 于 最 简单 的 
二 阶 混合 型 方程 (2. 31989 Dirichlet 边 值 问题 或 叫 Triocomi 问题 ， 
A. V. Bitsadze 在 [23]1》,3) 中 作 过 讨论 ,特别 是 对 较 一 般 的 区 域 ， 
他 使 用 积分 方程 的 方法 ,并 涉及 到 复杂 的 泛 函 关系 ,在 区 域 的 连 
通 数 上 ,他 只 扩展 到 二 连通 的 情形 . 而 在 本 节 中 ,不 论 对 于 所 讨论 
的 二 阶 混 人 台 型 方程 ,和 区域 的 连通 数 和 一 般 性 ,以 及 边界 条 件 的 广 花 
性 上 ,都 达到 了 相当 一 般 的 情形 ,又 使 用 的 方法 与 其 他 的 作者 各 不 
相间 , 且 比 较 简便 . 


1. 间断 的 斜 微 商 边 值 问题 

设 DD 是 如 #2 中 所 示 的 区 域 , 记 Dt = DAN iiy ;DD =DN 
{y<0}, 在 实 轴线 段 AB 上 有 开 个 点 E, =á; yg = S Be aay 
其 中 dy = Oa, <a ay = es 又 在 线段 £L,=AC,L,=CB 上 
分 别 有 对 应 于 E, PEDERS 的 点 Ay = (1—Ha,)/2,A,= (1—Da,/2, 


* 306 = 


- A,=(1—1a,/2. 8% Bi=l— it tha /2,8.=1—-i+(14+2)° 
asl 2s 1 s Bp, = t—r+ 1 +a,/2. iT A=A,=—0,8=8 -1 = 2, C= 


— [a42] , 
Anti 一 人 一 已 /72. Rid Dr =D~ n { U (ag, St — yE az J} „D3 = 


Cen+ 13/2] 


DN U tan- Sr++ ya) } HAS). 
j=] 


图 3 


AP, 二 阶 拟 线 性 混合 型 方程 (4. 2) 的 间断 边 值 问题 , 即 
求 (4. DE D EHER U), EEA U. E D. =D 上 
连续 ,2Z= {fety=O,2—yH2Z.cbky=a (je lyin} :yO „HJE 


全 边界 条 件 : 


5 a0 = Re[Az)U, | = rz) 2 € T, UO) = cas 
[n/2] 


了 
4 OF = Re(MAWU.] = roz € Ly = Ayy (5.1) 
0 j= 6 


1 aU [tot 1142] 
= gr = RAU] = r@),2 € Ly = >) By) Bay» 
j=l 
Im[Acz).,] | em Ay, = Cois] = Q, 1 eure sLn/2]. (5. 2) 
Im[ A(z)", ] | -sa ， 一 toysf 一 Lyre Ln + 1372], 


= 306" 


BH LASD re ET EB. 9), (4. 10? 中 的 相同 ,而 在 L U L 
E, A(z) =alr) tible) =cos(l, x) tiol, y) sc) 都 是 实 常数 , 且 
Az) (2) c; 满足 条 件 

CLA}, L UL, Jk Coir (2) Ly UL, She» 


lel Skyy J=O,1,°°° eds (5.3) 


} | sh, max kh， 


此 处 lOa) skok BEENA R. 

上 述 问 题 P 包 全 如 下 间断 的 Dirichlet 问题 (问题 全,) 作 为 特 
殊 情 形 . 

问题 T， 求 方程 (4. 2)(4: 一 0) 在 万 上 的 连续 解 V(z) ,使 U。 
在 DD, 上 人 连续 ,在 点 集 上 E 附 近 可 能 有 低 于 一 级 的 无 穷 大 , 且 适 合 边 
界 条 件 


Utz) = Ke) zE TT, (5.4) 
Uiz) = f(z), z E LU Las (5.5) 
这 里 gr) poo eA 


Ci{[yle) r] S kC L] S j= 3,4, (5.6) 
此 处 (0<ae< 1 kok m5. 3) BIR. 

TEM (2. 37) 中 所 述 MFT ECS. 4). (5.5) 式 中 作 边 界 
的 切 向 微 商 , 可 得 形 如 (5. 1),(5. 2) 的 边界 条 件 , 其 中 
itz—1),zET, 

(1 十 门 / V 2 ,EL (D/L rE Ls 

r( ee (5.7) 
ž pA ME sE lad V2 ELis ' 

c= mA] ea apeg tya jS Lant, 

为 了 给 出 方程 (4. 2 PLY REAR. E ERA. 6， 
定理 4. 8 中 的 证 明 方 法 . 先 考 虑 最 简单 的 二 阶 混合 型 方程 (23. 31) 
或 (2. 33), 仿照 定理 2 SHE ERK RD 内 ,可 求 得 方程 
(2. 33) 适 合 边 界 条 件 (5. 2) 具 有 形 如 下 的 解 


A at 
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Ule) = Re| wede + ¢,.wle) =u + iw =U. (5.8) 
如 
ta +O + y) + dar — 9/2) 
— Ca(Ca — y)/2) + br — 9/2) Aye] 
leti — y)/2) — blr — y)/2)1], x ED, 
wlz) = 


Ha —Agte — y) + A HOU Hy +1) 


— (aliz + y)/2 +1) — beir + y)/2 + hy] 
/attr + y)/2 + 1 + ba + y/2 + Dhe E D, 
(5.9) 
此 处 hays) = Re [ACA 41) Cr (Azzi } + 9541 J] — Im [ACA 41) 
Aye Hic DJ j= Oo dere OF The = ReLA Bsn) Ba- 


+ iea) JH Im[ACB, ) (rt Bs H icy)» gale LFS 1), Wi Ex 


B 4 号 上 ,eofz) 适 台 边 界 条 件 


1 一: 2rlr/2)— latri D +err 2) ha 
R | wir) | = PD) laD EaD Pas, 
‘Ls V? [alr/2) — br/2)] 


rE (az, aye. f= Ole LS] 


Rel Hwer) ZED [ee 2t D~b/2t I) My 
L 2 J w 2 [Tatr/2+1)+b(zr/2+1)] 
rE Cay a), j= (FEN, (5. 10) 


LA bats Fe Foy Ss ee A ah Bi Ade = Ct / 2 ce EL, 
= 5 (Capra DADE 2 cE P= “ST lazi vaz?» 
W J J 
Re[A(e)wl2)] = sle} € AB= D, = D UP 65.11) 
Rik wodu tiU. WIRES. 1) 可 写成 
Rel ACz)w(z)] = rlz) Er, (5.12) 
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只 要 (5. 11.66.1207 A) RR RR Dt aR CUP 
K = (Ky + Ky + + K, + Kun) 


_ [2-4] H, a MT 
“Lan 2 2° Aa; #0)" 
六 一 二 ne 人] 一 至 一 天 一 0 二 1 (5. 13) 
4 mi LACa;+0) x 1 “ ` 


Bf —7.<1/2, Yn L12 MAARE. 2 的 证 法 ,根据 定理 
1.1, 可 导出 解析 泪 数 适合 边界 条 件 (5, 11), C5. 12) 的 边 值 问题 存 
在 唯一 解 ww(z) ,可 写成 (2. 30) 的 形式 ,再 由 (5. 9) ,可 求 得 
flri+y) = Ref(l —D wr + ys € Dr, 
gia — y) = Rel +) w@— yz E Dz. 
正如 定理 2. 2 的 证 明 中 所 述 ,以 上 等 式 在 D- 上 均 成 立 , 因 而 
we) =f1l+Of@t+y +0 Dga /2 E D. 
(5. 15) 

RRA CS. 8) , (2, 30) ,(5. 15) ,和 便 得 方程 (2. 33) 之 问题 PP, 的 解 ， 然 后 
仿照 定理 3. 3, 定 理 4. 6, 使 用 逐次 迭代 法 ,而 首先 将 (2. 33) 之 问题 
P BARU COR wokz) 一 Uo 代入 方程 (4.2) 解 的 积分 表示 式 中 ,于 
是 便 可 证 明 (4. 2) 之 问题 P, 解 的 存在 唯一 性 ， 现 在 把 以 上 所 得 的 
结果 写成 定理 . 

定理 5.1 设 二 阶 拟 线 性 混合 型 方程 (4. 2) 满足 条 件 C, 又 若 
边 值 问题 PERAKE D+ 的 边界 全 UT 的 标 数 ,也 就 是 边界 条 
件 C5.11) ,5.12) 中 4(z) 在 TUT 的 标 数 天 = 一 1/2, 那 么 (4.2) 之 
问题 P, 存 在 唯一 解 ， 特 列 对 于 (4. 2? 的 问题 7 ,也 存在 唯一 解 ， 

为 了 保证 同 题解 的 唯一 性 ,需要 选取 其 标 数 K=— 1/2. 
事实 上 ,由 C5.7) 有 

Alan — 0) =e" , Alaa tO =e, 


(5, 14) 


Alay +0) =Alagj4,—-0) =e" ji 一 0 1 [5] ， 


Alasj_1 +0) =Ala,,—0) =g j= 1 ,2 petty ' 


May—0) sats im rl 

Ma to l OOS Kom OXI. 

Aar- mO inte mp, =P 

Aay tO et OST = x TKa 
=4—o<1j=1,2 [7], 

Alan — 0) if? j _ By 

Wasp E ETS = By 

=—F-0<0,j=1,20,[ F ], 

A(a,, ;— 9) ~ izes — iz n 

和 
=—3 l 
= 了 或 于 <0， (5.16) 


=l 
当 Yu 一 4 


Taye ,可 改选 前 述 的 Kev. = 一 2 天 ;一 1 ,这 样 在 D+ 的 边界 


3D+ 上 ,A(z) 的 标 数 K= Kote} Ke) =— 1/238 RE T 
解 欧 唯一 性 . 


2. 多 连通 区 域 上 的 边 值 问题 


ER D 是 三 连通 区 域 , 即 椭圆 区 域 D+ 由 上 半 平 面 内 三 条 
光滑 曲线 LP OREM EARS LL Te. me Ke r E 
五 -由 特征 线 Lis Lor Las Les Leb RT Te ,站 与 Lis Lehi 
ZARA A Bo ES Lol HERA Bo ALDI LsLs 的 交点 为 
Bp Ass XA Ay, Bis Aes Bey Ait BC 的 坐标 分 别 为 A, =a, =0.B; 
=h, s As—=a B =b , As = a3, By =b = 2, A a, =0<06,<a,<b, <a, 
<by c= 1—7C A EA. 

问题 声 ” 求 二 阶 拟 线性 混合 型 方程 (4, DEKR D LHR 
解 U(z) BCH U. 在 DD. = DZ 上 连续 ,而 在 Z= {z 士 ?一 
QT 土 y= 二 刀 ,j 二 1,2,3,y 寺 9} 附近 可 能 有 低 于 一 级 的 无 穷 大 , 且 适 
合 边界 条 件 
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» 可 选 K= K,=--=K,=0.K,.,=—1.f034 


H 4 
=RefAG@IU J=r(z), zE r= UT, UT,. (5.17) 


iw 
2 af 
FE HRA Jara) 2EL=LULULs (5.18) 
IMEA] | = JH 152,3,00)=bo, 
其 中 i 为 TUL 上 点 的 一 个 方向 ,类 似 于 (C5. 1),(5.2) 中 所 设 , 又 zz 
== ]—s.2,=6, + (1-1) (0 Cb) /2 525 =o + 1-2) Cay 6) /258, 9 
=0,.1,2,3) 都 是 实 常 数 ,而 Cc) riz) b G=, 1,2 DREARY 
CART] EBC [rT] Shes l] Shes 
j=0.1,2,3, CEAC L] S&C, [rz), eh (5.19) 


1 
e jair: — bo | = Er PE, lalo) ta < 


此 处 a(0<<a<17 kask: 都 是 非 负 常数 ， 为 了 和 使 得 所 求 的 解 U (2) Fz 
唯一 的 ,除了 要 求 方 程 (4. 2) 满 足 条 件 C 以 外 ,还 要 使 得 以 上 边 值 
问题 PAA k Dt RR K= — > AOR 

l+‘ 
万 
HiB t) Ha) tg =b ty Fg ely bats = diste =b X DT TE t; WAR 


为 二 (7 一 1,…,6), 并 使 


<= kos ma SS Ros 


A(z) = 


3% Ee LU 一 A,B, U A,B, U AB, C5. 20) 
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_1 = > [2-4]--4 
K= (Ki +K:+Ki tK +K +K) ; [2 a 2° 


J 一 1 


A(t;—9) 1, ra; — 0o] g 
it, =i yY į 多 
eG; #0)’ n= nl Tero} | n Ko (5. 21) 


—a,V ;<1,p=1.°*56, 
上 述 问题 P; 包 含 如 下 区 域 D 上 的 Dirichlet 边 值 问题 7 作为 
特殊 情形 . 
问题 T。 求 方程 (4. 2}(A4s 一 0) 在 巧 土 的 连续 解 U(z) ,使 UU， 
E D., LES, EAR ER REAR RAK, BA 
界 条 件 


Uz) = tz) 2 ET=T, UT UT;, (5, 22) 
Ulz) = pisz € L= L U Z U Lg, (5.23) 

这 里 Ke) eO RERE 
CLAD T] S kCal L] S k, (5. 24) 


其 中 wx(0<e<l)，i 和 如 与 (5,19) 中 所 述 的 相同 . 
类 似 于 和 4 中 方程 (4. 327 问题 P 的 可 和 解 性 证 明 , 先 给 出 (4. 2) 
faa P, 解 的 表示 式 . 
定理 5. 2 设 方程 (4. 2) 在 区 域 D 上 满足 条 件 C, 那 么 (4. 2) 
之 问题 PLE Ue Ra 
U(z) = 2Re wade + by wz) = wolz) HWE D, 


(5. 25) 
其 中 zfz) 是 复方 程 
w, = 0,z€ D*, 
oa = 0,2€ D- (5. 26) 
之 问题 4 的 解 ,适合 边界 条 件 (5. 17), (5, 18) (wo lo) =U)» M 
Wt(z) 具 有 形式 
Wz) = wiz) — wile), E Dwl) = Bide? + Plz), 
piz) = plz) + Te, 


Tg =— 二 [| ES dapa) =Tf,z € D*, (5. 27) 


Wz) = Blz) + Wee), 
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f'Tas + 87 + CU Jed ple € D) 


+ [TAE + B7 + CU leave € Dg- 
PO S) far Hyh j= 1,2,3, (5. 28) 
+ f [AE + By + CUJadv,z € Dy 


[= 16, Sart yas f= 152, 

IE &b ep = C14+7)/2,.e.= 0 -2/2,p=2t+y.v=2— yo Ool2 FE Dt 
PLB WT PL. BC) D(z) SP FE OS. 26) TE D+ ,DD- 内 的 
解 ,又 
[4/2 + A,\O/2w,w(z) #0, 
(0, wle) = 0, 

F(z) = Ref A, %] + AU As, z € Dt, 

£02) = glz) = AG + By+CU +D, eg DP. 

A= (ReA, + ImA,)/2,8 = (ReA, 一 ImA,)/2, 

C= AD S= As, 
此 处 上 = Rew + Imw.7= Rew—Imw, M B(z) PES h R F 


giz) = 


(5. 29) 


Re[ACzde? B(z)] = r(z) — Rewog] E T, 
RelA) Pire Fr) = sr E L', 
eLA Ox) | 一 一 Relion Fa) — WDE L, 

Re[A(z)@(2) } = — Re[Az) Wz) ,zz E L, 

Im[A Gpe] = Im[ACe j= 1.2.3, (5.30) 
XBL = LIU LU L. L= Cay by) j=1,2,3, A (r) =1 +i YG 
reli ALn =li rE LULA 

2r(x/2} — lalr/2) +b(a2/2) a) 
atx/2)—-6(2/2) 


sCr)=4 or U(r+a,)/2)— (eCr+a)/2)—bU arta, )/2) h(a) ， 
al (z+a; DD Heata) )/2) 


xE LULi., 


wel 7 


《5. 31) 
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hla S Mertz, )+ici) j— lm ilz ireti], 
Re[A(z,) rie ti J+ maz) (rz, +2), j= 2.3. 
(5. 32) 
证 先 用 [140j 第 四 章 中 的 方法 , 求 出 方程 (4. 2) 之 问题 疡 在 
D+ 上 的 解 U(z) ,类 似 于 定理 4. 6 的 证 明 , 由 于 我 们 选取 边 值 问题 
在 D+ 的 边界 3D* 上 的 指数 六 一 一 去 ,因此 边 导 和 问题 PLA Ce) 
是 存在 唯一 的 , 记 wl) =U. RIA. 30) 的 三 个 边界 条 件 , 用 逐 
次 选 我 法 求 出 (4. DRG DED EKKU. 这样 便 求 得 DD 上 
问题 PRUG), A RAR ARS. 25) 的 形式 . 
至 于 方程 (4. 2) 问 题 PRA ETE. WISER IB 4A, 一 0,zE D+ 
的 情况 ,而 当 4 二 0,zE D1 不 成 立时 ,需要 证 明 以 下 边 值 问题 解 
的 唯一 性 ， 
问题 2。 求 方程 (4. DER CEA KR D LWA 
Ut), Aff U. Æ D, DNE 上 连续 ,又 在 ES {A.B Az Bor Ags 
B,} NE H Ab A AY ACK. HI A R EG. 17), 
(5. 18) ,但 将 (5. 18) 中 最 后 的 点 型 条 件 改 为 
UCAD = cj- UCB) = G40) 1 = 152535 (5. 33) 
这 里 (G= 0.1.0.5) ARES BL ERE Cc; |S) f= O01, 
…,5, 又 选取 指数 ==2. 我 们 可 证 以 下 定理 . 
定理 5.3 在 定理 5.2 相 同 的 条 件 下 ,方程 (4.2) 之 问题 其 
有 唯一 解 . 特别 相应 的 问题 7;( 取 =1/2) 也 是 唯一 可 解 的. 
对 于 以 上 三 连通 区 域 土 的 何 题 了 ,是 L. Bers ENDRA — 
类 混合 型 方 各 提 出 的 ,但 未 见 有 人 给 予 解决 ,这 里 就 方程 (4.2) 给 
以 完整 的 解答 . 此 外 ,我 们 还 可 把 以 土 结果 推广 到 N 连通 区 域 上 
去 . 


3. MER EKAA A a 


ROPER D AMARRA 
中 D7? 与 图 5 中 的 相同 ,而 双 曲 部 分 由 两 个 三 角形 Di 与 D; 组 成 ， 
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D ew ea LAE L= (0ra y0 L=(rty=0, 
OS¢rSa/2).d.= lr ysa 2ra MAW Di 的 边界 为 实 
轴 上 的 线段 后 =: {fa 过 x 所 2,y 二 0) 与 1 二 {x 十 yy 二 a1a 扎 7 所 1 十 af 
21 ,= {7 一 y=2,1 十 a/2 志 x 志 2}, 又 D' 为 较 一 般 的 间 连 通 区 
域 , 即 已 与 分别 由 两 条 曲线 

L = {r -— y= yvy = N(x 0S 2 Si <2}, (5,34) 

L= (z + y= ay = ol SxS (5.35) 
HC. E 1 St Be AE 4. 54) 中 
1 天 的 条 件 , 即 7 CO ESATI = 
GF (2) > 0, OS rishi (2) >O 
rt MERRIA HY > 
POSLA a) >be. were 
2. 这 样 的 D'A Hi Re Dt 与 双 
曲 部 分 万, 六 组 成 ,而 的 边界 
H Lyla LAS ER. O 
的 边界 为 o L5 天 或 其 一 部 分 
延长 线 组 成 ( 见 图 5) . 

问题 Pp， KOS Es 

WEA. 2) FE RD! ERHARD fF), BR C4. DE D'E 
的 连续 解 (2) HEE UR UL 在 DIS DE 上 连续 ,而 在 EE= 
(0,a,2} EE WREAK TF -R TK. Bik Gi FR REE 


2 一 2r(z) 即 Re[A(@U.J = r(z),z2€ T, (5. 36) 


La 


= Ref Xz)U] = r(z),z€ DU Le (5.37) 


if. a, =6,,j=1,2,U0)=6, (5.38) 
这 里 名 = 二 1 一 六 (7 2, =F — 9,0) cost ne. nA EB AR 
外 法 向 量 ,ACz) =at ibri) boob, boi BRE 
CLA) IP] S by Cr (2) PP] S hy. 10; | E kj = 05144, 
CAG), LLU LSB Cir@ LU L Sk. 6.39) 
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1 1 
Tek aS GCI] S herr Tater + OG] < ho 


此 处 gt0 过 a 过 1) ,如 ,如 都 是 非 负 常数 .特别 , 当 7,(x) = 2 0S 
at (x) =2-2,1t0/2SrS2.RZ D AE D. 我 们 就 
把 区 域 忆 上 的 问题 PERA Q. 实际 上 ,区 域 D 上 的 问题 Q 
是 问题 P, 当 mn 一 1 时 的 特殊 情形 ,其 中 点 ERE =a. 

如 果 问 题 Q, 在 椭圆 区 域 Dt 的 边界 条 件 的 标 数 天 = 一 1/2, 那 
么 根据 定理 5.1, 可 知 区 域 D 上 和 问题 @: 存 在 唯一 解 . 现在 我 们 证 明 
区 域 D EE P; 的 可 解 性 . 正如 S 4 中 的 定理 4. 9 的 证 明 那 样 , 根 
据 (5- 34), (5. 35) 中 所 设 的 条 件 , 可 分 别 求 出 1+7,(x) = WO 
Dar nOD =n Sr SDK RK r=) z= ro) ,因此 Li 
二 的 参数 方程 可 写成 

Li y = Zel) — vy,0 Vd 


5.40 
L, = Irl) — pase. € ) 
作 变 换 
# = alp — (26) — v)j/[e — 200) +] = n0 Sega, 
(5.41) 
B= poy = [altl — po 2) + (2 — adv) /[2r(e) — p — a], 
asp. (5, 42) 
它们 的 道 变换 分 别 为 
p= [a 一 20) +)” + (200) 一 VJ 二 V0 入 Vd， 
(5. 43) 
p= f= sole — ~~ a) — aly — 29), 
ae eee, (5,44) 


RAB r= Ce) /2, y= lurr CE) / 2.9 = Gi) / 24) 
别 表示 上 述 变换 与 道 变换 , 则 有 
247 一 (十 工 一 切 [2c(z 十 六 77 一 工 一 为 (zj 
2a — 4002 + 7, ir) + 2r + 27 kr) 


~ ay—ta—xt+y ele +r aÐ — r — Y, a], 
+= Qa — dalr + Y (x) + 2a + 2x) 


(5.45) 
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zx 一直 [a Qo(xtY (rd 十 z 十 为 (z)] E+9) 


十 ctz 十 7 (z)) 一 去 (z 十 力 (z) 一 过 十 力 ， 


(5, 46) 
y= Za 20a +7, DHr HION) 


talr t”, (z)) 一 去 (z 十 7 (x) +3—)) 


及 

~ [2r(z- 一 加 (他 )) 一 了 十 加 (T)](z 十 ?十 的 十 207 一 为 一 alta) 

T= aLar(a—7,(4))— x47, (z)—2] 

~ [Brier -rar art | (aty—a) ~ 2(2— y) +200 — y 

a EA A 

(5. 47) 
r= gp gle — YD) — ar HYDE a) 
+ 2 + y +a) 一 ar], 

y= zg plr- WO) r+) +a) 


+2 + y— a) — day], 
(5. 48) 
我 们 分 别 用 z—21(2) ,一 (2) 表示 变换 (5 45),(5.47) ,而 它们 
的 道 变换 表示 为 ze ez) ce ' (2)， 而 经 变换 (5.41)， 
(5. 42) ,由 于 


(atu: = iu + valu — v) = Ifa — 2c) + vr — vas 
(5.49) 


ery) — E 
2—a 


tus = Stu + v), (u — va = (u — vas 


(5, 50) 
则 在 双 曲 部 分 D HATE. D AA BAR .. 
(a+ vu), = Blu + v) + Ale —v) +CU +D, 
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(x — v) = Ifa — 2elv) + vB + vd 


+ Alu — v) + CU +D] (5.51) 
及 
(w+); = UD ATA Beu tu) + Alu — v) +CU +D], 
Cu — va = Blu t v) + Alu — v) CU +D, > (5. 52) 
而 边界 条 件 
Re{Alg7' (z) peler E] = rig E] E Lj = 1,4, 
Im {Ag G helg CE) ]} = bj = 1.4, (5.53) 
这 里 2,—a@;(z,),j7=1,4,i 
Uj) = Re| wede + bys (5.54) 


因此 根据 定理 5. 1 , 便 可 求 得 方 种 (4. 2) 之 问题 PE FRU (2). 

定理 5.4 设 二 阶 拟 线性 混合 型 方程 (4. DRA RICOH 
使 得 在 椭圆 区 域 D' 的 边界 条 件 的 标 数 处 = 一 1/2., 则 其 问题 P; 存 
在 唯一 解 Ux). 

在 [23]1),3) 中 ,A.V, Bitsadze 使 用 积分 方程 的 方法 和 非常 
复杂 证 函数 关系 ,以 较 多 的 篇 幅 介 绍 了 他 对 二 阶 混合 型 方程 
(2. 31) 在 一 般 区 域 D' 上 的 Dirichlet 问题 或 机 一 般 混 合 问题 了 的 
WEE BLE EERE Hh KD’. DOCS. 34), (5.35) 所 示 的 边界 
ULES REN (a) 0. 0S 2s -—N Cr) PO. Ser 
<2. 由 于 我 们 这 里 使 用 了 不 同 的 方法 ,不 仅 使 讨论 的 方程 与 边界 
条 件 更 加 一 般 , 奉 且 处 理 问题 也 较 简 便 . 

此 外 ,对 于 区 域 D 上 的 二 阶 混合 型 方程 

sgny |y l|"u,, + wy = au, + bu, + cu + dym > 0, (5.55) 

u,, + sgny|y|"2,, = au, + bu, + cu + dm > 0, (5. 56) 
的 Tricomi [7] a1 Be AHA R 27 (ELT (EB HE 2 aE. 我 们 对 其 中 
一 部 分 问题 也 获得 了 一 些 研究 成 果 , 限 于 篇 幅 , 这 里 不 作 介 绍 . 
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